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С.А. СОЛДАТЕНКО, Р.М. ЮСУПОВ, Р.А. КОЛМАН  
КИБЕРНЕТИЧЕСКИЙ ПОДХОД К ПРОБЛЕМЕ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ОБЩЕСТВА И ПРИРОДЫ В УСЛОВИЯХ 
БЕСПРЕЦЕДЕНТНО МЕНЯЮЩЕГОСЯ КЛИМАТА 

 

Солдатенко С.А., Юсупов Р.М., Колман Р.А. Кибернетический подход к проблеме 
взаимодействия общества и природы в условиях беспрецедентно меняющегося 
климата. В статье с кибернетических позиций рассмотрена проблема взаимодействия 
природы и общества в условиях современного изменения климата, беспрецедентного по 
своим масштабам и темпам, вызванного антропогенной деятельностью. Представлена 
разработанная нами структура кибернетической системы «климат-экономика», 
проанализированы слабые стороны субъекта глобального управления и обсуждены 
основные причины неопределенностей оценок изменения климата и наносимого этими 
изменениями экономического ущерба. Отмечается, что адаптационные меры и стратегии, 
разрабатываемые и реализуемые правительствами разных стран и межправительственным 
организациями, не устраняют причины глобального потепления и, следовательно, имеют 
ограниченные возможности, поскольку человек и природа могут существовать только при 
определенных условиях окружающей среды, выход за пределы которых вследствие 
изменения климата может привевести к глобальной биологической катастрофе. Решения в 
области климатической политики принимаются в условиях неопределенности, 
обусловленной неоднозначностью оценок будущего климата, что, в свою очередь, является 
следствием не совсем адекватного учета обратных связей в моделях климатической 
системы. С помощью малопараметрических моделей земной климатической системы 
проиллюстрировано влияние обратных связей в системе на значительные межмодельные 
расходжения оценок изменения климата, полученных посредством современных 
климатических моделей высокой степени сложности. Поскольку предлагаемые экспертами 
меры адаптации к изменению климата являются борьбой не с причиной, а со следствием, в 
качестве радикальной адаптационной стратегии нами видится геоинжиниринг. В отличие 
от ранее выполненных исследований, задача целенаправленой модификации 
климатических условий, реализуемая методами геоинжиниринга, рассматривается нами в 
рамках теории оптимального управления с математической формализацией целей 
геоинженерных возлействий и методов их достижения. В статье приведен пример 
постановки и решения оптимизационной задачи стабилизации климата Земли за счет 
инжекции в стратосферу мелкодисперсного сульфатного аэрозоля. 

Ключевые слова: геофизическая кибернетика, глобальное потепление, экономика 
изменения климата, геоинжиниринг, климатический инжиниринг, обратные связи, 
оптимальное управление. 

 

1. Введение. К числу глобальных проблем современности, за-
трагивающих жизненные интересы и судьбу всего человечества и тре-
бующих для своего решения консолидированных усилий всех госу-
дарств мира, относится проблема изменения климата [1]. Результаты 
палеоклиматических исследований свидетельствуют о том, что климат 
нашей планеты менялся и в прошлом, когда периоды потепления мно-
гократно сменялись периодами похолодания [2]. Эти измененения бы-
ли обусловлены многочисленными внутренними и внешними по от-
ношению к земной климатической системе (ЗКС) факторами, такими 
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как, например, изменение параметров орбиты и оси Земли, вариации 
светимости солнца, миграция континентов и изменение их размеров и 
рельефа, изменение планетарного альбедо, изменение прозрачности и 
газового и аэрозольного состава атмосферы и других. Однако совре-
менное изменение климата имеет две характерные особенности. Во-
первых, скорость происходящих в ЗКС изменений является беспреце-
дентной. Согласно сводному отчету Национального управления иссле-
дований океана и атмосферы США [3], начиная с 1880 года среднегло-
бальная приповерхностная температура воздуха (СПТВ) увеличива-
лась каждые 10 лет примерно на 0,07℃, но уже к концу 20 столетия 
скорость роста СПТВ достигла значений 0,17℃ за декаду, то есть уве-
личилась более чем в два раза. Во-вторых, современное глобальное 
потепление является «рукотворным», поскольку его основная причина 
кроется в человеческой деятельности. Согласно Пятому оценочному 
докладу Межправительственной группы экспертов по изменению кли-
мата (МГЭИК) [4], «весьма вероятно, что большая часть наблюдаемого 
повышения глобальной приземной температуры в период с 1951 года 
обусловлена влиянием человека». Известно, что одним из главных 
геологически значимых признаков антропогенной деятельности слу-
жит увеличение в атмосфере концентрации двуокиси углерода (COଶ) – 
парникового газа (ПГ), вклад которого в глобальное потепление со-
ставляет примерно 65%. В течение последнего миллиона лет концен-
трация атмосферного COଶ  варьировалась в пределах от 0,018% до 
0,028%. С начала промышленной революции (~1850 год) вследствие 
сжигания ископаемого топлива уровень содержания COଶ в атмосфере 
постоянно увеличивался и к 2019 достиг 0,041% [5]. 

В целом имеет место научный и политический консенсус в оцен-
ке трендов изменения климата и причин, порождающих это изменение, 
что закреплено в докладе МГЭИК [4] и недавно опубликованном отчете, 
подписанном более чем 11 тысячами ученых из 153 стран, включая Рос-
сию [6]. На сегодняшний день степень достоверности имеющихся оце-
нок относительно определяющей роли антропогенного фактора в совре-
менном изменении климата (в сторону потепления) составляет 
99,99995% или 5 «сигм», что соответствует так называемому «золотому 
стандарту» [7]. Однако имеются сторонники «климатического скепти-
цизма», отвергающие антропогенные причины происходящих климати-
ческих изменений. По их мнению, наблюдаемое изменение климата – 
естественный процесс. В сентябре 2019 года было опубликовано письмо 
под названием «There is no climate emergency» [8], которое подписали 
500 «климатических скептиков» и адресовали его Организации Объеди-
ненных Наций (ООН). И хотя некоторые издания назвали подписантов 
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этого письма экспертами в области климатологии, большинство из них 
таковыми не являются, поскольку значительная их часть – инженеры и 
специалисты в областях, очень далеких от науки о климате, лишь 10 
подписантов назвали себя климатологами. 

Поскольку факты, свидетельствующие о потеплении нашей пла-
неты, являются неоспоримыми, возникает проблема оценки влияния 
современных изменений климата на общество, что подразумевает, 
прежде всего, научно-обоснованную осведомленность ученых и поли-
тиков о возможных сценариях изменения климата в обозримой перспек-
тиве. Научные представления о том, как ЗКС продолжит свою эволю-
цию под влиянием естественных и антропогенных факторов, основыва-
ются на результатах численного моделирования с применением чрезвы-
чайно сложных математических моделей климата [9, 10]. Тем не менее 
разработчики подобного рода моделей признают их ограниченность 
ввиду невозможности построения «идеальной» модели ЗКС [11, 12]. 
Однако наряду с «неидеальностью» климатических моделей на досто-
верность получаемых с их помощью перспективных оценок будущего 
климата существенное, если не сказать определяющее, влияние оказы-
вают сценарии антропогенных возмущающих воздействий на ЗКС, ко-
торые задаются, как правило, априори исходя из неких эвристических 
соображений. Прежде всего, это касается сценариев будущего измене-
ния содержания в атмосфере радиационно-активных газов и аэрозолей. 
Дискретный характер моделей климата, несовершенство параметриза-
цонных схем, описывающих физические процессы, а также неоднознач-
ность сценариев антропогенного воздействия на ЗКС порождают значи-
тельную неопределенность возможного будущего состояния климата, 
получаемого с помощью компьютерного моделирования [4]. 

Альтернативные варианты возможного изменения климата, рас-
считываемые для различных сценариев антропогенного воздействия на 
ЗКС, используются экспертами при получении оценок экономических и 
социальных последствий предполагаемых климатических изменений. 
Для этой цели применяются экономико-математические модели. Одна-
ко, в отличие от моделей климата, оценка адекватности которых про-
блем не вызывает, поскольку необходимые для этого ретроспективные 
климатические данные имеются в достаточном количестве, адекват-
ность экономических моделей, являющихся, по сути, эмпирическими, 
оценить практически невозможно ввиду отсутствия необходимых исто-
рических сведений о взаимосвязи изменения климата и экономических 
процессов. Необходимость изучения и прогнозиования социально-
экономического развития общества и разработка концептуальных стра-
тегий взаимодействия общества и природы в условиях изменяющегося с 
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беспрецедентной скоростью климата, обусловили создание так называ-
емых моделей комплексной оценки (integrated assessment 
models) [13, 14], учитывающих в той или иной степени взаимозависи-
мость климатических и экономических процессов. Примечательно, что в 
2018 году Нобелевская премия по экономике была присуждена П. Роме-
ру и У. Нордхаусу «за интеграцию проблем изменения климата и техно-
логических инноваций в долгосрочный макроэкономический анализ». В 
частности, Нордхаусом была разработана модель DICE [15], связываю-
щая воедино климатические изменения и экономику, и введено понятие 
«социальная цена углерода», или «социальная цена выброса», что поз-
волило ему определить экономический ущерб, обусловленный одной 
тонной СОଶ, эмитированной в атмосферу, и на этой основе рассчитать 
размер углеродного налога. Результаты, полученные с помощью моде-
лей комплексной оценки, используются политиками для разработки мер 
адаптации к изменению климата, сводящихся, по сути, к уменьшению 
уязвимости природных и антропогенных систем к неблагоприятным 
последствиям климатических изменений. Таким образом, рассматривая 
проблему взаимодействия природы и человеческого общества и, в част-
ности, климата и экономики, мы имеем дело с кибернетической систе-
мой, которая включает в себя в качестве управляющей подсистемы 
международные и национальные компетентные органы, наделенные 
соответствующими полномочиями и обладающие необходимыми мате-
риальными, техническими, технологическими и иными ресурсами, а в 
качестве управлемой подсистемы – взаимодействующие климатическую 
и глобальную, региональную и страновую экономические системы. 

Важно подчеркнуть, что разработка и реализация адаптационных 
мер и стратегий, осуществляемых подсистемой управления кибернетиче-
ской системы «климат-экономика», есть ни что иное, как борьба со след-
ствием, но не c причиной. К тому же адаптация как приспособляемость 
антропогенных и природных систем к изменению климата имеет ограни-
ченные возможности, поскольку очевидно, что существуют некоторые 
критические значения климатических параметров, выход за пределы ко-
торых вследствие глобального потепления сведет все адаптационные уси-
лия к нулю, так как человек и природа могут существовать только в опре-
деленных (допустимых) условиях окружающей среды. Интересно, что 
если сегодня человечество полностью остановит выбросы ПГ в атмосфе-
ру, разогрев нашей планеты в течение нескольких десятилетий, вероятно, 
продолжится в силу огромной тепловой инерсии ЗКС. На наш взгляд, в 
качестве наиболее эффективной и в то же время радикальной адаптацион-
ной меры целесообразно рассматривать геоинжиниринг (климатический 
инжиниринг) [16, 17]. Ввиду объективных обстоятельств [18], оценка эф-
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фективности и климатических последствий геоинженерных проектов мо-
жет быть выполнена только на основе численного моделирования при 
заданных сценариях антропогенного увеличения концентраций атмо-
сферных ПГ и сценариях геоинженерных воздействий на ЗКС. В настоя-
щее время общепризнанными сценариями роста содержания ПГ в атмо-
сфере являются RCP (Representative Concentration Pathways) [19], одоб-
ренные МГЭИК. В противоположность этому, общепризнанных сценари-
ев геоинженерных воздействий существовать не может и, следовательно, 
те сценарии, которые используются в численном моделировании, несут в 
себе значительный элемент субъективизма. Поскольку цель геоинжини-
ринга состоит в управлении состоянием ЗКС с тем, чтобы обеспечить 
комфортные для существования человеческого общества и природы усло-
вия, задача целенаправленной модификации климатических условий рас-
сматривается нами (в отличие от многочисленных ранее выполненных 
исследований) в рамках теории оптимального управления с математиче-
ской формализацией целей геоинженерных воздействий и методов их 
достижения [18, 20-24]. В этой связи необходимо подчеркнуть, что еще в 
конце 1970-х годов одним из авторов настоящей работы была предложена 
единая методология планирования и реализации воздействий на окружа-
ющую природную среду на основе теории управления и сформулированы 
теоретические основы геофизической кибернетики как науки об управле-
нии процессами в геофизической среде. Но по ряду причин фундамен-
тальные положения геофизической кибернетики были опубликованы 
лишь в 1998 году [25]. 

Цель настоящнй статьи – рассмотреть с кибернетических пози-
ций проблему взаимодействия природы и общества в условиях совре-
менного изменения климата, беспрецедентного по своим масштабам и 
темпам, вызванного антропогенной деятельностью, обратив особое 
внимание на слабые стороны субъекта глобального управления; про-
анализировать основные причины неопределенностей оценок измене-
ния климата и наносимого этими изменениями экономического ущер-
ба; с помощью малопараметрических моделей ЗКС оценить влияние 
обратных связей в ней на измененчивость климата и проиллюстриро-
вать приложение методов геофизической кибернетики к решению за-
дач климатического инжиниринга.  

2. Агрегированная структура кибернетической системы 
«климат-экономика». Основы универсальной методологии управ-
ления принципиально различными объектами природы и общества 
были, как известно, сформулированы Н. Винером [26, 27] – осново-
положником кибернетики, науки, объектом исследования которой 
являются все управляемые системы. Абстрактная кибернетическая 
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система обладает свойством целеустремленности и в очень агреги-
рованном виде может быть представлена как совокупность двух вза-
имозависимых подсистем – управляющей подсистемы и объекта 
управления. Взаимодействие между ними обеспечивается посред-
ством существующих в кибернетической системе обратных связей, 
по которым информация о состоянии объекта управления передается 
в управляющую подсистему. Агрегированная структура кибернети-
ческой системы «климат-экономика» показана на рисунке 1. В этой 
системе управляющая подсистема является сложной, имеющей 
иерархическую структуру, так как целенаправленно воздействовать 
на экономику и климат человеческое общество может не как целое, а 
через посредство одной или нескольких входящих в него подструк-
тур. Поскольку изменение климата – глобальный феномен, влияю-
щий на природу и человеческое общество в планетарном масштабе, 
на самом верхнем уровне иерархии управляющей системы находятся 
межправительственные организации (например, ООН и ее структур-
ные подразделения – Всемирная метеорологическая организация и 
Программа ООН по окружающей среде), на втором сверху уровне – 
правительства отдельных стран, далее на соответствующих уровнях 
иерархии располагаются специализированные административные 
органы и технические службы, формируемые внутри общества для 
осуществления конкретных функций управления. 

Объект управления структурно состоит из двух взаимодейству-
ющих подсистем – экономической и климатической, являющихся 
сложными системами с многочисленными обратными связями между 
собой и внутри себя. Математические модели, входящие в контур эко-
номической системы, играют двоякую роль: с одной стороны, с их по-
мощью оценивается суммарная антропогенная эмиссия ПГ в тоннах 
СОଶ-эквивалента и на этой основе формируются сценарии изменения 
концентраций атмосферных ПГ, используемые в моделях динамики 
климата для расчета антропогенного радиационного форсинга; с дру-
гой стороны, посредством этих моделей выполняется анализ уязвимо-
сти мировой экономики и/или ее различных сектров, региональных 
экономик, экономик разных стран и отдельных субъектов экономиче-
ской деятельности к изменению климата. 

Расчет глобальных эмиссий ПГ – проблема чрезвычайно слож-
ная, требующая совместных межправительственных усилий и коопе-
рации исследовательских центров различных стран. Возможные сце-
нарии изменения концентраций атмосфереых ПГ, соответствующие 
различным «поведенческим» стратегиям человеческого общества, рас-
сматриваются и утверждаются МГЭИК. В частности, при подготовке 
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последнего Пятого оценочного доклада, как уже отмечалось выше, 
МГЭИК утвердила сценарии RCP [19], которые являются результатом 
синтеза оценок концентраций ПГ, полученных для различных стран и 
регионов группами экспертов по поручению правительств соответ-
ствующих стран. Существуют также независимые группы экспер-
тов (например, «The Climate Action Tracker»), которые осуществляют 
мониторинг эмиссий ПГ и отслеживают выполнение разными страна-
ми взятых на себя обязетельств по контролю за выбросами ПГ. 

 

 
Рис. 1. Структура системы «климат-экономика» 

 
Следующая группа моделей экономического блока предназначе-

на для оценки уязвимости экономических систем к изменению климата. 
Оценка уязвимости предполагает обоснование для каждой системы 
ключевых показателей эффективности (КПЭ) (в англоязычной литера-
туре – Key Performance Indicators) и построение математических моде-
лей, уравнения которых описывают связи между КПЭ и климатически-
ми переменными. Для мировой экономики в качестве КПЭ берется, как 
правило, валовый мировой продукт, для экономики отдельной страны – 
валовый внутренний продукт, для территориальной единицы – валовый 
региональный продукт, а для отдельного предприятия – валовая при-
быль. Однако существующие экономические модели связывают КПЭ 
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только с макроэкономическими переменными, чего явно недостаточно 
для оценки влияния изменения климата на экономику. Таким образом, 
возникает необходимость в исследованиях, связанных с оценкой воздей-
ствия различных климатических переменных на эффективность функ-
ционирования экономических систем различного уровня. Формально 
данная процедура выглядит следующим образом. Предположим, нами 
исследуется влияние изменения климата на региональную экономику. 
Обозначим через Q валовый региональный продукт (ВРП), а через 

 1, , nx x x   – вектор переменных, влияющих на эффективность 

функционирования территориальной экономики, тогда 

 1, , .nQ F x x   Задача построения модели состоит в определении 

функции .F  При исследовании экономических систем в качестве F  
обычно используются производственные функции, связывающие ВРП и 
факторы производства (капитал, затраты на труд, сырье, технологии, 
энергетические ресурсы и др.). В нашем случае к числу зависимых пе-
ременных добавляются климатические переменные или их производ-
ные, которые, по мнению экспертов, оказывают влияние на Q. Заметим, 
что в экономических моделях климатические переменные играют роль 
параметров. Существует некоторый набор стандартных производствен-
ных функций, используемых в экономическом анализе (функции Коб-
ба – Дугласа, Леонтьева, CES, линейные, транслогарифмические и 
др.) [28]. Производственные функции являются чисто эмпирическими, 
поэтому к получаемым на их основе результатам следует подходить с 
большой осторожностью [29]. Влияние вариаций климатических пара-
метров на ВРП оценивается с помощью абсолютных и относительных 
функций чувствительности [30]. Пусть nx  – некоторый климатический 

параметр, оказывающий влияние на ВРП Q. Абсолютная функция чув-
ствительности (АФЧ) nS  определяется как частная производная от Q. по 

параметру nx : n nS Q x   . Имея АФЧ и задаваясь вариацией парамет-

ра nx , можно в первом приближении определить изменение ВРП, обу-

словленное отклонением климатического параметра nx  от его много-

летней нормы (0)
nx : ( ) .n n nQ x x S   Здесь (0)

n n nx x x    – малая вариа-

ция параметра ,nx  обусловленная изменением климата. Вычисленная 

таким образом вариация Q  используется для оценки уязвимости эко-

номической системы к изменению климата и, при необходимости, для 
оценки климатического риска. Поскольку модели экономических систем 
могут содержать несколько климатических параметров, для анализа па-
раметрической чувствительности целесообразно применять однофакто-
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рый подход, в рамках которого климатические параметры считаются 
независящими друг от друга. Отметим, что в общем случае нахождение 
АФЧ выполняется с помощью уравнений чувствительности [30]. 

Климатические параметры, оказывающие влияние на эффектив-
ность функционирования экономических систем, как правило, нерав-
нозначны по смыслу (т.е. они имеют различную размерность и отли-
чаются друг от друга классом эквивалентности). Тот факт, что АФЧ 𝑆௫೔

 
по величине превосходит АФЧ 𝑆௫ೕ

 совсем не означает, что параметр 𝑥௜ 

более значим, чем параметр 𝑥௝. Поэтому с помощью АФЧ не представ-
ляется возможным выполнить ранжирование параметров по степени 
их значимости и убрать из рассмотрения те параметры, влияние кото-
рых на Q мало. Для этой цели подходят относительные функции чув-
ствительности (ОФЧ), характеризующие связь между относительными 
вариациями параметров и соответствующим относительным измене-

нием ВРП. Для рассматриваемого выше случая ОФЧ R
nS  определяется 

следующим образом: ln ln .R
n nS Q x     

Качество исследования чувствительности экономических систем 
и их уязвимости к изменению климата в значительной степени опреде-
ляется точностью, достоверностью, репрезентативностью и полнотой 
как климатической, так и соответствующей экономической информа-
ции. Для стран с неразвитой и неустойчивой экономикой, где также 
имеет место относительно частое снижение национальной денежной 
единицы по отношению к твердым валютам, задача исследования чув-
ствительности экономических систем к изменению климата является 
трудновыполнимой. 

Сценарии эмиссий ПГ, сформированные на основе экономиче-
ских моделей при различных «поведенческих» стратегиях общества 
относительно степени его вмешательства (или невмешательства) в из-
менение климата посредством реализации мер по сокращению выбро-
сов ПГ, используются для расчета антропогенного радиационного 
форсинга и получения прогностических оценок изменения климата на 
десятилетия вперед. Основной инструмент, с помощью которого полу-
чают эти оценки, – чрезвычайно сложные глобальные модели климата, 
описывающие динамику общей циркуляции атмосферы и океана и их 
взаимодействие с другими компонентами ЗКС. Изменения климата в 
отдельных частях земного шара уточняются с помощью региональных 
климатических моделей. 

Современные климатические модели, разработанные в науч-
ных центрах экономически развитых стран (включая Россию), вполне 
реалистично воспроизводят глобальный климат и его региональные 
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особенности. При этом, однако, имеют место довольно значительные 
межмодельные расхождения проекций будущего климата, получен-
ных для различных эмиссионных сценариев (табл. 1 [4]), что обу-
словлено неодинаковой реакцией различных моделей на один и тот 
же антропогенный форсинг. Иными словами, каждая климатическая 
модель обладает уникальной чувствительностью к вариациям радиа-
ционного форсинга.  

 

Таблица 1. Увеличение СПТВ к 2100 году относительно ~1850 года [4] 
Сценарий Концентрация СО2, 

ppm 
Диапазон СПТВ, oC Среднее значение 

СПТВ, oC 
RCP2.6 475 0,3 – 1,7  1,0  
RCP4.5 630 1,1 – 2,6 1,8 
RCP6.0 800 1,4 – 3,1 2,2 
RCP8.5 1313 2,6 – 4,8 3,7 

 

В исследованиях климата для оценки реакции ЗКС на внешнее 
радиационное воздействие в качестве одной из основных характери-
стик чувствительности используется так называемая равновесная чув-

ствительность, определяемая как ожидаемое изменение СПТВ 2
eqT   

климатической системы, находящейся в стационарном состоянии, ко-
торое обусловлено удвоением концентрации атмосферного СО2 [4]: 

2 2 ,eqT F     где α – коэффициент климатической чувствительности, 

2 3, 7F   Вт/м2 – радиационный форсинг, вызванный удвоенной кон-

центрацией атмосферного СО2 [4]. Данное выражение получено в рам-
ках теории линейных стационарных систем, исходя из энергетического 
баланса ЗКС. Значения коэффициента α, полученные для различных 
моделей климата, «с высокой степенью достоверности» находятся в 
интервале 0,41 – 1,22 ℃ ሺВт/мଶሻ⁄  [4]. Достаточно широкий диапазон 
изменения параметра α, а значит, и межмодельные расхождения в ре-
акции ЗКС на внешнее радиационное воздействие обусловлены глав-
ным образом спецификой каждой модели в отношении воспроизведе-
ния ею обратных связей в ЗКС [4, 31, 32], поскольку параметр, обрат-

ный коэффициенту чувствительности 2 21/ eqF T        и имеющий 

размерность ሺВт/мଶሻ ℃⁄ , характеризует обратные связи в ЗКС [33]. 
Неизученность многочисленных обратных связей в ЗКС, нелинейность 
и инерционность протекающих в ней процессов, наличие точек бифур-
кации обуславливают межмодельные отличия в вопроизводимой мо-
делями эволюции ЗКС, а значит, и неопределенность полученных оце-
нок изменения климата. 

Связующим звеном между субъектом и объектом управления 
кибернетической системы «климат-экономика», являются решения, 
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формируемые субъектом управления, посредством которых он воздей-
ствует на объект управления. От качества решений, принимаемых 
субъектом управления, в значительной степени зависит функциониро-
вание всей системы. В нашем случае предотвратить фатальные для 
общества последствия изменения климата возможно лишь при усло-
вии, что управляющая система адекватно реагирует на изменяющиеся 
условия внешней среды (например, вариации солнечной активности, 
усиление вулканической деятельности) и сигналы (социального, эко-
номического, политического характера), исходящие изнутри. В насто-
ящее время в мировом масштабе роль субъекта управления самого 
верхнего уровня играет МГЭИК. В последнее время многие ведущие 
зарубежные ученые – эксперты в области наук о Земле (J. Hansen, K. 
Anderson, M. Mann, M. Oppenheimer, N. Oreskes, S. Rahmstorf, E. 
Rignot, H. Schellnhuber, K. Trenberth и др.), подвергают деятельность 
МГЭИК сильной критике за неадекватный стиль работы и излишнюю 
политизацию принимаемых решений. По их мнению, МГЭИК делает 
все возможное для того, чтобы значительно приуменьшить возможные 
негативные для человечества последствия глобального потепления с 
тем, чтобы «не нервировать» общественность. Некоторые ученые-
климатологи (например, R. Knutti) вообще склоняются к мысли, что в 
вопросе изменения глобального климата точка невозврата уже пройде-
на, объясняя это тем, что в силу нелинейности ЗКС и многообразия 
обратных связей в ней наблюдаемые в настоящее время климатические 
тренды могут быть одномоментно нарушены. В результате возможны 
природные события, катастрофические по своим масштабам и послед-
ствиям. В вероятностном смысле такие события характеризуются рас-
пределениями с «тяжелыми хвостами», для которых вероятность от-
клонения от средних значений значительно больше, чем при нормаль-
ном распределении, а оценки средних выборочных значений являются 
неустойчивыми и малорепрезентативными. Поскольку МГЭИК отдает 
предпочтение консервативным прогнозам и «научной сдержанности», 
принимаемые ею решения могут быть не совсем адекватными. Поэто-
му слепое следование методикам и рекомендациям МГЭИК – сомни-
тельная стратегия, отвергающая творческий подход к проблеме. 

В целом в настоящее время проблема взаимодействия общества 
и природы, и в частности проблема глобального управления киберне-
тической системой «климат-экономика» в условиях современного из-
менения климата является неэффективной по ряду причин и, прежде 
всего, потому, что международная институцианальная система не спо-
собна обеспечить необходимого качества глобального управления и 
сформировать управляющие опрганы, наделенные реальными власт-
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ными полномочиями. Национальные правительства, имеющие такие 
полномочия, даже в пределах своих возможностей не реализуют их в 
полной мере и очень часто действуют рассогласовано. Следовательно, 
вопрос о построении подсистемы управления кибернетической систе-
мы «климат-экономика» остается открытым. 

3. Исследование влияния изменения климата на экономиче-
ские системы. Для оценки влияния изменения климата на мировую 
экономику и экономику отдельных крупных регионов широкое приме-
нение получили упомянутые выше модели комплексной оценки. Эти 
модели являются по своей сути концептуальными, связывающими во-
едино социально-экономическое развитие общества и природу с тем, 
чтобы иметь возможность оценивать различные сценарии экологиче-
ской политики в контексте изменения климата. Модели комплексной 
оценки делятся на две большие группы. К первой группе относятся 
процессо-ориентированные модели, задача которых сводится к полу-
чению количественных оценок относительно будущего развития об-
щества при различных сценариях экологической политики. Модели 
второй группы служат для оценки затрат и выгод, связанных с реали-
зацией проектов по смягчению последствий изменения климата. В це-
лом модели комплексной оценки не дают прогнозов на будущее, а 
скорее оценивают возможные сценарии развития общества. В послед-
ние годы модели данного класса подвергаются серьезной критике в 
различных аспектах и, в частности, в плане необоснованности и недо-
статочной прозрачности исходных положений и базовых принципов, 
неадекватности описания реальной политики и (инновационных и не 
только) процессов и так далее [34]. Один из наиболее признанных экс-
пертов в исследовании системы «общество-климат» Р. Пиндайк вооб-
ще заявляет, что модели комплексной оценки не имеют никакой цен-
ности, поскольку с их помощью невозможно оценить политические 
альтернативы в области изменения климата и определить социальную 
стоимость углеродных единиц [35]. Им также отмечается, что факти-
ческие данные (в основном экономические), необходимые для оценки 
ущерба вследствие изменения климата, практически отсутствуют. 

На наш взгляд, помимо получения оценок влияния различных по-
литических стратегий контроля эмиссий ПГ на мировую экономику, по-
лучаемых с помощью моделей комплексной оценки, более разумно пере-
нести внимание на анализ климатических рисков и исследование воздей-
ствий изменения климата на конкретные социально-экономические си-
стемы вплоть до отдельных субъектов экономической дкятельности. К 
сожалению, исследования подобного рода чрезвычайно малочисленны. 
Примером более-менее детального рассмотрения проблемы влияния кли-
матических факторов на экономику регионов служит работа [36], в кото-
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рой выполнена оценка чувствительности 11 секторов экономик всех тер-
риториальных единиц (штатов) США к вариациям четырех параметров, 
описывающих температурно-влажностный режим ЗКС. Температура воз-
духа характеризуется градусо-днями отопительного сезона (heating degree 
days) и градусо-днями охладительного сезона (cooling degree days), а для 
характеристики осадков используются их общее количество и стандарт-
ное отклонение. Анализ влияния изменчивости этих параметров на каж-
дый сектор региональной экономики осуществлялся с помощью трансло-
гарифмической производственной функции вида: 

 

0 1 1 1

1
ln ln ln ln ,

2

N N N
ti n tin nm tni tmi tin n m

Q rt x x x   
  

        (1) 

 

где t – время; i – порядковый номер территориальной единицы; r – став-
ка дисконтирования; 0 ,  ,   ( , 1,..., )n nm n m N     – неизвестные коэффи-

циенты, подлежащие определению; N – размерность вектора входных 
переменных, в число которых входят капитал (в денежном выражении), 
трудовые затраты (в часах), энергетические затраты (в Британских теп-
ловых единицах), а также четыре упомянутых выше климатических па-
раметра (т.е. N=7); ti – ошибка аппроксимации. Неизвестные коэффи-

циенты выражения (1) определялись на основе ретроспективной (за 24 
года) климатической и экономической информации.  

Результаты анализа показали, что все 11 секторов экономики об-
ладают статистически значимой чувствительностью к изменчиво-
сти (вариациям) рассматриваемых климатических параметров, а сум-
марный валовый внутренний продукт всех 11 секторов экономики США 
изменялся на ~3,4% (485 млрд долларов США в ценах 2008 года) под 
влиянием флуктуаций (с периодом 24 часа) климатических параметров.  

Следует также обратить внимание на междисциплинарное ком-
плексное исследование, предпринятое в рамках проекта Европейского 
Союза «Изменение климата, экономика и общество в Аркти-
ке» (ACCESS) [37], в котором была выполнена оценка физического 
воздействия изменения глобального климата на Арктику и обуслов-
ленных этими изменениями социально-экономических послед-
ствий (до 2050 года) с акцентом на ключевые виды экономической 
деятельности Арктического региона: судоходство, туризм, производ-
ство морепродуктов и добыча природных ресурсов. 

В нашей стране проблеме комплексных междисциплинарных 
исследований по оценке влияния изменения климата на экономические 
системы различного уровня уделяется крайне мало внимания, хотя в 
этом направлении имеются некоторые разработки (см., например, [38-
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40]). В частности, нами разработана математическая модель, предна-
значенная для оценки влияния повышения уровня моря и сопутствую-
щих изменений в ЗКС, обусловленных ростом концентрации атмо-
сферных ПГ, на прибрежные зоны морей и океанов (табл. 2). Измене-
ние уровня моря под влиянием глобального потепления рассматрива-
ется нами как случайный процесс, описываемый диффузионным сто-
хастическим уравнением: 

 

,t t t th h dt h dW    (2) 
 

где th – уровень моря в момент времени t относительно некоторого 

начального (базового) уровня 0h  в интересуюшей нас географической 

точке;   и   – параметры, описывающие тренд и волатильность (из-

менчивость) h; tdW – инкремент Винеровского процесса. 

Таким образом, временное изменение h обусловлено детерми-
нистическим фактором (параметр  ), описывающим тенденцию сред-

него по ансамблю реализаций значения уровня моря th , и случайны-

ми факторами, агрегировано описываемыми вторым слагаемым урав-
нения (2). Выражения для матожидания [ ]tM h , дисперсии [ ]tD h и ме-

дианы [ ]th  имеют вид: 
 

1( ) ,..., ,n
M t n tD t h h   22[ ] ,t t tD h h h  ( )

0

2
[ ] .t

th h e     (3) 
 

Калибровка модели, выполненная с помощью данных МГЭИК, 
строилась таким образом, чтобы параметры модели представляли со-
бой 95% перцентили. Для Санкт-Петербурга при сценарии RCP8.5 бы-
ли получены следующие значения параметров модели (2): 

20,7517 10    год-1, 22,7952 10   год-2. Расчитанное методом 

Монте-Карло среднее значение h в 2100 году относительно 2007 года 
составило ~0,501 м. Это значение использовалось для рассчета меры 
риска и экономических потерь. В качестве стоимостной меры риска 
взят так называемый «Value at Risk» (VaR), характеризующий величи-
ну убытков, которая с заданной доверительной вероятностью 
р (например, 95%) не будет превышена. Для оценки среднего ущерба 
от 5% наиболее сильных наводненений применяется «прогнозируемый 
дефицит пятипроцентного уровня» ES(5%). Экономический ущерб 
вследствие увеличения уровня моря оценивается с помощью функции 
потерь, представляющей собой регрессионную зависимость между h и 
экономическими потерями, выраженными в денежных единицах:  

18 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



1( ) ,..., ,n
M t n tD t h h    (4) 

 

где 1,..., n   – коэффициенты, подлежащие определению. В задачах 

оценки экономических последствий наводнений в прибрежных зонах 
обычно используется следующая формула для функции потерь: 
 

1 2( ) ( ) ( ).M tD t F h F t   (5) 
 

Первое слагаемое в этом выражении характеризует влияние по-
вышения уровня моря на региональную экономику, а второе слагаемое 
описывает социально-экономические последствия изменения климата, 
какими бы они были при отсутствии повышения уровня моря. В таб-
лице 2 перечислены основные негативные последствия повышения 
уровня моря для прибрежных зон [40]. 
 

Таблица 2. Влияние повышения уровня моря на прибрежные зоны 

Фактор Прямой эффект Вторичный эффект 

Рост уровня 
моря 

Усиление эрозии береговой черты. 
Увеличение затопления низин и 
заболоченных земель. 
Увеличение риска наводнений и 
ущерба, обусловленного штормами. 
Увеличение засоленности 
поверхностных и грунтовых вод. 
Миграция видов по направлении к 
полюсу 

Влияние на 
инфраструктуру и 
экономическую 
деятельность. 
Переезд уязвимых 
групп населения 

Изменение 
волновой 
активности 

Усиление волнового дренажа, 
эрозии и земленых наносов. 
Увеличение повторяемости 
больших волн 

Дальнейшая 
эрозия. 
Увеличение 
ущерба от 
штормов 

Изменение 
интенсивности 
и частоты 
штормов и 
циклонов 

Изменение повторяемости и 
интенсивности затопления 
прибрежных низин. 
Изменение качества питьевой воды 
Изменение количества выносимых 
реками осадочных пород. 
Быстрый подъем побережья. 

Последствия 
прибрежной 
эрозии и 
наводнений 

 
Используя данные об инфраструктуре Санкт-Петербурга и ре-

зультаты прогноза социально-экономического развитии города до 
2100 года [41, 42], следующие значения VaR(95%), ES(5%) и среднего-
довых потерь (в ценах 2007 г.) были нами получены для 2050/ 
2100 годов: 2,3/8,1, 3,0/10,0 и 0,6/3,3 млрд долларов США (потери оце-
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нены в долларах США, поскольку входная информация заимствована 
из зарубежных источников). Адаптационные меры борьбы с послед-
ствиями роста уровня моря включают строительство дамб, передисло-
кацию производственных мощностей вглубь континентальной части, 
разработку планов восстановления береговой черты, построение си-
стемы мониторинга за гидрологической обстановкой, прекращение 
строительства вблизи береговой линии и другое. Стоимость возмож-
ных адаптационных мер сравнивается с предполагаемыми потерями, 
что, по сути, представляет собой оценку экономических последствий 
глобального потепления в терминах затрат и выгод.  

В целом результаты различных исследований, связанных с 
оценкой влияния изменения климата на экономику, характеризуются 
существенным разнообразием и зачастую диаметрально противопо-
ложны, что обусловлено недостаточной адекватностью используемых 
экономико-математических моделей, малым объемом (или полным 
отсутствием) необходимых для анализа ретроспективных экономиче-
ских данных, субъективизмом в выборе функций потерь и многими 
другими факторами. 

4. Обратные связи в климатической системе и их влияние 
на изменчивость климата. Оценка экономических последствий из-
менения климата невозможна без наличия проекционных оценок бу-
дущего климата. Основной инструмент для получения этих оценок – 
математические модели ЗКС (в последнее время модели земной систе-
мы), реализуемые численно на высокопроизводительных компьюте-
рах. В процессе выполнения численных экспериментов исследователи 
используют более-менее правдоподобные сценарии антропогенного 
воздействия на ЗКС (обычно RCP), а получаемые оценки изменения 
климата называют проекциями, а не прогнозом. Несмотря на то что в 
целом имеет место высокая степень согласия между проекциями кли-
мата, полученными в рамках Проекта по взаимному сравнению сов-
местных моделей (CMIP5) [43], ряд конкретных характери-
стик (например, равновесная чувствительность, климатические тренды 
и изменчивость) у рассматриваемого ансамбля моделей существенно 
варьируются [4]. В качестве примера в таблице 1 показаны интервалы 
вероятных значений СПТВ в 2100 году, рассчитанные по ансамблю 
моделей CMIP5. Однако современный климат характеризуется не 
только положительным трендом, обусловленным ростом содержания в 
атмосфере ПГ, но и колебаниями, охватывающими широкий диапазон 
частот и масштабов [4]. Климатические аномалии (колебания относи-
тельно основного тренда), характеризующие изменчивость климата, 
также имеют очень существенные межмодельные расхождения. К 
примеру, для декадных аномалий глобальных и полусферных темпера-
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тур межмодельные отличия стандартного отклонения достигают четы-
рехкратной величины [44]. Причины столь значительного разброса 
оценок климатической изменчивости не совсем ясны, но при этом при-
знается, что обратные связи в ЗКС играют существенную роль как в 
процессах, формирующих климатические тренды, так и в процессах, 
являющихся причиной изменчивости глобального климата [31, 32, 44]. 

По отношению к внешним радиационным воздействиям об-
ратные связи в ЗКС играют роль своеобразных регуляторных меха-
низмов, способствующих либо усилению (если обратные связи по-
ложительны), либо уменьшению (если обратные связи отрицательны) 
эффекта этих воздействий. Таким образом, с позиций кибернетики, 
ЗКС, на которую оказывают влияние разнообразные внешние факто-
ры, в первую очередь солнечная радиация, является в сущности за-
мкнутой системой управления, что создает мощные мотивационные 
предпосылки для разработки физически обоснованных методов це-
ленаправленного воздействия на нее, то есть для оптимального 
управления ЗКС. Данные наблюдений за глобальным климатом и 
результаты моделирования говорят о том, что интегрально обратные 
связи в ЗКС усиливают ее реакцию на радиационные воздействия [4]. 
Величина радиационного форсинга и обратные связи являются опре-
деляющими факторами, обуславливающими темпы изменения кли-
мата и основные особенности этого изменения.  

Наличие в атмосфере водяного пара (H2O), обладающего наибо-
лее сильными парниковыми свойствами по сравнению с другими ПГ, 
является причиной основной положительной обратной связи в ЗКС: 
вследствие глобального потепления количество H2O в атмосфере уве-
личивается, что, в свою очередь, способствует дальнейшему потепле-
нию. Используя уравнение Клаузиуса – Клапейрона, можно показать, 
что рост температуры воздуха на 1oС приводит к увеличению содер-
жания H2O в атмосфере примерно на 7% [45]. Следовательно, атмо-
сферный H2O усиливает незначительный эффект потепления вслед-
ствие роста содержания СО2.  

Основная отрицательная обратная связь (Планковский механизм 
обратной связи) вытекает из закона Стефана – Больцмана, согласно 
которому величина длинноволнового (инфракрасного) уходящего в 
космос излучения Земли пропорцианальна четвертой степени темпера-
туры земной поверхности. Отсюда следует, что антропогенное повы-
шение температуры подстилающей поверхности, приводящее к росту 
величины планетарного уходящего длинноволнового излучения, спо-
собствует уменьшению температуры.  

Обратная связь углеродного цикла с климатом и облачно-
радиационные обратные связи, как наименее изученные, остаются 
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крупнейшими источниками неопределенности проекций будущего 
климата, получаемых с помощью различных моделей. Исследование 
обратных связей в ЗКС и оценка их влияния на происходящие клима-
тические процессы представляет большой научный и прикладной ин-
терес [46]. Научный интерес к проблеме связан с углублением наших 
знаний о ЗКС и прогнозированием изменения климата вследствие 
естественных и антропогенных причин, а прикладной интерес обу-
словлен необходимостью разработки мер адаптации к изменению кли-
мата и, в частности, целесообразностью создания оптимальных систем 
управления ЗКС для противодействия глобальному потеплению. 

Проблема влияния неопределенностей обратных связей в ЗКС 
на изменчивость климата вследствие случайных флуктуаций радиаци-
онного форсинга может быть рассмотрена в рамках теории чувстви-
тельности систем управления [30]. В предположении, что ЗКС являет-
ся разомкнутой кибернетической системой, в которой присутствует 
только Планковский механизм обратной связи, обеспечивающий рост 
величины длинноволнового уходящего излучения при повышении 
температуры подстилающей поверхности, параметр климатической 
обратной связи, называемый в дальнейшем базовым, определяется 
следующим образом [33]:  

 
3

0 04 3,4T     (Вт/м-2)/К, 

 
где ε – коэффициент излучательной способности подстилающей по-
верхности, учитывающий отличие Земли от абсолютно черного тела и 
поглощение длинноволновой радиации водяным паром, облачностью, 
парниковыми газами и аэрозолем, 85, 67 10    Вт/(м2 К4) – постоян-
ная Стефана – Больцмана, 0 288T  K – СПТВ.  

В ответ на удвоение содержания СО2 в атмосфере соответству-
ющий базовый коэффициент равновесной климатической чувстви-
тельности α0 составляет ~0,3 K/(Вт/м2), а изменение равновесной 
СПТВ – 0 1,1T  0C. Как уже отмечалось, Планковский механизм 

обеспечивает отрицательную обратную связь в ЗКС: изменение ухо-
дящего длинноволнового излучения приводит к такому изменению T0, 
которое противодействует первоначальному ее изменению, благодаря 
которому произошла «разбалансировка» ЗКС. 

Наряду с параметром обратной связи λ целесообразно, по анало-
гии с автоматикой и теорией систем управления, рассматривать без-
размерный коэффициент обратной связи f, который в замкнутой си-
стеме пропорцианален части «выходного сигнала» ЗКС, поступающей 
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обратно на ее «вход», связанный с параметром λ соотношением 

 0 0f      [33]. Нетрудно заметить, что для разомкнутой клима-

тической системы 0f  . С помощью введенного коэффициента f вы-

ражение для равновесной чувствительности климата в замкнутой си-

стеме записывается следующим образом: 2 0 ,eqT G T    где 

1 (1 )G f   – коэффициент усиления. Для реальной климатической 

системы коэффициент обратной связи находится а интервале 
0 1f   [33] и, следовательно, коэффициент усиления 1G  . Поэто-

му реакция замкнутой системы на внешнее воздействие превосходит 
реакцию разомкнутой системы. Иными словами, суммарный эффект 
обратных связи в ЗКС является положительным. 

Анализ уравнения в вариациях   2
2 0
eqT G T f    , получен-

ного из выражения для равновесной чувствительности климата, пока-
зывает, что между неопределенностью реакции ЗКС на радиационное 
воздействие и обратными связями имеет место нелинейная (квадра-
тичная) зависимость [33]. Данное обстоятельство является одной из 
основных причин того, что получаемые с помощью климатических 
моделей проекции климата описываются не конкретными значениями 
переменных состояния, а диапазоном их возможных значений, то есть 
имеют вероятностноную трактовку. Исходя из этого влияние различ-
ных факторов на изменчивость климата целесообразно рассматривать 
в рамках динамико-стохастического подхода к моделированию ЗКС. 
Важным моментом при использовании данного подхода является па-
раметризация радиационного форсинга как случайного процесса. В 
климатических исследованиях случайный радиационный форсинг па-
раметризуется, как правило, «по Хассельману» [47], то есть представ-
ляется в виде аддитивного гауссова дельта-коррелированного случай-
ного процесса. Как показали исследования [48], такой подход к описа-
нию случайных возмущений, водействующих на ЗКС, является вполне 
обоснованным даже при использовании сложных климатических мо-
делей. Для исследования обратных связей и их влияния на изменчи-
вость климата нами применяется достаточно простая малопараметри-
чекая модель ЗКС – двухбоксовая (двухслойная) энергобалансовая 
модель (ЭБМ) [49], описывающая эволюцию атмосферы и верхнего 
перемешанного слоя океана (верхний слой) и глубинных слоев океа-
на (нижний слой): 

 

( ) ( ) ( ),      ( ) ( ).D s D D DC dT dt T T T F t C dT dt T T          (6) 
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Здесь T и TD – глобально-осредненные аномалии температуры, 
описывающие состояние верхнего и нижнего слоев соответственно, а 
C и CD – эффективные теплоемкости этих слоев; γ – параметр, 
характеризующий поглощение тепла глубинным океаном; ( )sF t  – 

случайный радиационный форсинг, представляющий собой 
аддитивный белый гауссовский шум с нулевым средним ( ) 0sF t   и 

корреляционной функцией ( ) ( ) 2 ( )s s sF t F t D    , где δ – дельта-

функция. Параметр sD  определяется дисперсией случайного процесса 
2
s  и временем его корреляции s : 2

s s sD   . Для удобства введем 

новую переменную 2 2s sq D . Значения параметров, используемые в 

расчетах, полученные на основе калибровки модели по данным 
CMIP5 [49]: C=7,3 (Вт год)/(м2 K1); CD=105,5 (Вт год)/(м2 K1); λ=1,13 
Вт/(м2 K1); γ =0,73 Вт/(м2 K1). Параметр 𝑞௦  рассчитывался на основе 

асимптотического выражения 2 22s s s s      [50-52], из которого 

следует, что 2 2
s s sq     , где 2

s  – величина дисперсии радиационного 

форсинга, сглаженная по периоду s . Для периода сглаживания 1s 
год стандартное отклонение s составляет ~0,26 Вт/м2 [31, 32]. Это 

значение используется в вычислениях, поскольку в модели в качестве 
единицы меры времени принят год. Детерминированный 
радиационный форсинг в рассмотрение не принимается, так как в 
стохастической модели он не влияет на климатическую именчивость. 
В асимптотическом приближении 0   двухслойная модель (8) 

вырождается в обычную однобоксовую ЭБМ нулевой 
размерности [33], которая также используется нами в анализе 
обратных связей в ЗКС: 

 

( ) ( ).sC dT dt T F t    (7) 
 

За меру изменчивости климата принимается дисперсия СПТВ: 
22 2 2 ,TT T T     где T T T   . Аналитические выражения 

для дисперсий 2
1,T и 2

2,T , полученные для одно- и двухслойной ЭБМ 

посредством преобразования соответствующих уравнений Фоккера –
Планка, имеют вид [31, 32]: 

 

 
2

2 2 2
1, 2, 1,,      .

2
s D

T T T
D

q C C

C C C

 
  

   


 
 

 (8) 
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Дифференцирование уравнений (8) по коэффициенту f позволя-
ет получить АФЧ, характеризующие влияние обратных связей в ЗКС 
на изменчивость СПТВ в рамках одно- и двухслойной ЭБМ: 

 

 

2 2 2
0

1, 2, 1,2 2

( )
,    .

2 ( )

s D D
f f f

D

q C C CC
S S S

C C C

   
   

 
 

 
 (9) 

 
Соответствующие ОФЧ определяюься выражениями 
 

2 2

1 2, 1

( )
,      .

1 ( )
R R R D D
f f f

D

C C CCf
S S S

f C C

  
  
 

 
  

 (10) 

 
Полезные сведения о влиянии обратных связей на изменчивость 

климата могут быть получены из анализа спектральной плотности 
мощности (СПМ), характеризующей распределение дисперсий СПТВ 
по частотам спектра. Для того чтобы получить выражения для СПМ, 
воспользуемся теоремой о свертке, из которой следует, что если слу-
чайный сигнал, имеющий СПМ ( )sS  , где  – циклическая частота, 

преобразуется линейной стационарной системой, которая имеет в ча-
стотной области Фурье-образ импульсной переходной функции ( )H  , 

то тогда СПМ выходного сигнала определяется формулой 
2

( ) ( ) ( )TT sS H S   . Поскольку корреляционная функция радиаци-

онного форсинга, рассматриваемого в данной работе как дельта-
коррелированный случайный процесс, задана, то из теоремы Винера –
Хинчина следует, что СПМ входного сигнала, каковым является ради-

ационный форсинг, имеет вид: 2( )s s sS     . Для одно- и двухслой-

ной ЭБМ Фурье-образы переходной характеристики могут быть легко 
получены с помощью Фурье-преобразования уравнений соответству-
ющей модели: 

 

 
 

1
1 2 2 2

0

( ) ,    ( ) ,
2

D

D

i C
H i C H

CC i

 
   

   

 
  

   

 (11) 

 

где 0 DСС   и ( ) 2D D DC C C CC        – собственная частота 

и коэффициент затухания колебаний, описываемых системой (8). То-
гда СПМ выходного сигнала (флуктуаций СПТВ) для одно- и двух-
слойной ЭБМ запишутся следующим образом: 
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22

1, 2 2
( ) ,  

( )
s

TT

q C
S

C


  


  
 

 

 
2 2 2 2

2, 22 2 2 2 2 2
0

( )
( ) .

4

s D
TT

D

q C
S

C C

 


    




    

 

(12) 

 

Функции чувствительности (АФЧ и ОФЧ), характеризующие 
влияние малых вариаций коэффициента f  на СПМ однослойной ЭБМ 

определяются следующими соотношениями: 
 

 
2 2

1,
1, , 1, ,2 2 2 22 2 2

2 2
( ) ,    ( ) .T Rs

TT TT

S q
S S

CC
 

  
    


    

 
 (13) 

 

Соответствующие функции чувствительности для двухслойной 
модели не выписываем ввиду их чрезмерной громоздкости. 

Рассматриваемые в данной работе малопараметрические модели 
ЗКС позволяют исследовать изменчивость климата на различных мас-
штабах времени и оценивать влияние обратных связей на климатиче-
ские колебания. Временной масштаб флуктуаций СПТВ, возникающих 
под воздействием внешнего случайного радиационного форсинга, 
определяется эффективной теплоемкостью атмосферы и верхнего слоя 
океана, то есть параметром C  [32]. По данным CMIP5, для моделиро-
вания годовой изменчивости климата значение параметра C  находит-
ся в интервале от 4,7 до 8,6 (Вт год)/(м2 K1) при среднем межмодель-
ном значении 7,3 (Вт год)/(м2 K1) [49]. Для декадной и междекадной 
изменчивости в качестве характерных значений можно принять 20 и 
30 (Вт год)/(м2 K1), соответственно. 

На рисунке 2 в левом окне представлена зависимость дисперсии 

СПТВ 2
2,T  (К2) от коэффициента обратной связи f , рассчитанная для 

годового (1), декадного (2) и междекадного (3) временных масштабов, а 
в правом окне – спектральная плотность мощности 𝑆ଵ,்் (К2год) флукту-
аций СПТВ, вычисленная при различных значениях коэффициента f . 

Как показывает рисунок 2, изменчивоcть СПТВ тем больше, чем силь-
нее обратные связи в ЗКС и чем меньше временной масштаб флуктуа-
ций. Из анализа выражений для СПМ (12) следует, что в климатической 
системе при фиксированном значении параметра C  (при заданном вре-
менном масштабе изменчивости климата) имеют место два колебатель-
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ных режима. В высокочастотной области ( C  ) спектр пропорци-

анален 2 и, следовательно, мало зависит от параметра обратной связи 
  (или f ). В то же время в области низких частот ( C  ) спектр 

определяется обратными связями и не зависит от частоты колебаний. 
Переход от одного режима к другому происходит при частоте ν*= C
(год-1). Рассмотренный качественный анализ СПМ согласуется с резуль-
татами вычислений, представленными на рисунке 2. 

 
𝜎ଶ,்

ଶ , 10ିଷ Kଶгод 𝑆ଵ,்்,௙, Kଶгод 

Коэффициент f Частота год-1

Рис. 2. Дисперсия и спектральная плотность мощности флуктуаций СПТВ при 
различных значениях коэффициента обратной связи f для годового (1), 

декадного (2) и междекадного (3) временных масштабов. В левом окне область 
значений коэффициента f по данным CMIP5 выделена жирной линией 

 

Абсолютные и относительные функции чувствительности 
дисперсии СПТВ к коэффициенту обратной связи f , рассчитанные 

для годового (1), декадного (2) и междекадного (3) временных 
масштабов, показаны на рисунке 3. По мере увеличения 
коэффициента f  чувствительность дисперсии СПТВ к вариациям 

этого параметра усиливается, при этом чем меньше временной 
масштаб климатической изменчивости, тем сильнее 

чувствительность дисперсии 2
2,T  к коэффициенту f . Графики 

соответствующих АФЧ, построенные для различных временных 
масштабов климатической изменчивости как функции коэффициента 
f  показаны в левом окне рисунка 3. В противоположность этому, 

влияние относительных вариаций коэффициента f  растет с 

увеличением временного масштаба флуктуаций СПТВ. 
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𝑆௙, 10ିଶ Kଶ 𝑆௙
ோ 

Коэффициент f Коэффициент f 
Рис. 3. Абсолютные и относительные функции чуствительности для годового 

(1), декадного (2) и междекадного (3) временных масштабов 
 

Чувствительность спектров колебаний СПТВ к обратным связям 
в ЗКС иллюстрирует рисунок 4. На этом рисунке представлены функ-
ции чувствительности СПМ (в левом окне – абсолютные, а в правом – 
относительные) к коэффициенту обратной связи ,f рассчитанные с 

помощью однослойной модели. Представленные на этих рисунках 
графики функций чувствительности в очередной раз указывают на 
увеличение чувствительности спектра по мере его сдвига в сторону 
низкочастотного диапазона.  

 

𝑆ଵ,்்,௙, Kଶгод 𝑆ଵ,்்,௙
ோ   

Частота год-1 Частота год-1

Рис. 4. Абсолютные и относительные функции чуствительности спектральной 
плотности в коэффициенту f для годового (1), декадного (2) и междекадного 

(3) временных масштабов 
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Неопределенность обратных связей в ЗКС, присущая совре-
менным моделям климата, является серьезным источником получае-
мых на их основе неопределенностей проекций будущего климата 
нашей планеты. Рассмотренные вкратце результаты, полученные с 
использованием малопараметрических стохастических моделей кли-
мата, иллюстрируют существенное влияние обратных связей в ЗКС 
на дисперсию флуктуаций СПТВ различных временных масшта-
бов (т.е. на годовую, декадную и междекадную климатическую из-
менчивость) и спектр колебаний СПТВ.  

Сопоставление результатов, полученных на основе однослойной 
и двухслойной ЭБМ, позволяет сделать вывод о том, что учет погло-
щения тепла глубинными слоями океана уменьшает амплитуду анома-
лий СПТВ, приближая их к реально наблюдаемым. Таким образом, 
двухслойная модель, в отличие от однослойной модели, может слу-
жить не только инструментом качественного анализ ЗКС, но и приме-
няться для получения вполне реалистичных оценок изменения климата 
и его колебаний. 

5. Геоинжиниринг как проблема оптимального управления. 
Удержание прироста СПТВ в пределах 1,5 – 2,0 оС относительно доин-
дустриального уровня было обозначено в Парижском соглашении по 
климату 2015 года как приоритетное направление по борьбе с глобаль-
ным потеплением. Достигнуть данную амбициозную цель предполага-
ется путем перехода к низкоуглеродному развитию, в чем у нас имеются 
большие сомнения ввиду неэффективности глобальной системы управ-
ления, ответственной за климатическую политику, о чем говорилось 
ранее. Тем не менее в качестве одной из мер стабилизации климата тео-
ретически рассматривается геоинжиниринг – активное вмешательство 
человека в перераспределение потока солнечного излучения за счет, 
например, введения в стратосферу мелкодисперсного аэрозоля, облада-
ющего свойствами рассеивать солнечную радиацию в видимом спек-
тральном интервале и слабо ее поглощать в инфракрасном диапазоне. 
Такими свойствами обладает, к примеру, сульфатный аэрозоль. Введе-
ние в стратосферу контролируемых эмиссий двуокиси серы или серово-
дорода (газов-предшественников) приводит в конечном итоге к образо-
ванию частиц аэрозоля. Наличие в верхней атмосфере аэрозоля способ-
ствует увеличению планетарного альбедо Земли αо, изменению радиа-
ционного баланса и, как следствие, понижению температуры у земной 
поверхности. Увеличение αо на 1% приводит к уменьшению потока сол-
нечного излучения на верхней границе атмосферы примерно на 
3,4 Вт/м2, что вполне сопоставимо с радиацинным эффектом удвоения 
концентрации атмосферного СО2. Для оценки эффективности геоинже-
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нерных проектов и их последствий используется численное моделиро-
вание при заданных сценариях антропогенного увеличения ПГ и эври-
стически заданных сценариях геоинженерных воздействий. Перебор 
вариантов этих воздействий – не лучший и не эффективный со многих 
точек зрения подход. Нами геонижиниринг рассматривается как экстре-
мальная задача, сводящаяся к отысканию экстремума некоторого функ-
ционала, формально описываюшего цель управления ЗКС при наличии 
различных ограничений, накладываемых на фазовые координаты и 
функции управления. В этом случае оптимальный закон управления и 
фазовая траектория управляемой системы находятся в результате реше-
ния экстремальной задачи методами оптимального управления. Для ил-
люстрации предлагаемого подхода рассмотрим модель (6), уравнения 
которой запишем в детерминированном виде с учетом радиационных 
эффектов стратосферного аэрозоля: 

 

( ) ( ) ;

                 ( ) ( ),
D GHG A

D D D

C dT dt T T T R R

C dT dt T T

 


       

 
 (14) 

 

где αо – планетарное альбедо Земли; GHGR и AR – радиационные воз-

действия ПГ и аэрозоля на ЗКС. Радиационный форсинг GHGR  ап-

проксимируется линейной функцией GHGR t  , где параметр η опре-

деляется по данным RCP [19] (табл. 3). 
 

Таблица 3. Параметр η для различных сценариев RCP 
Сценарий RCP8.5 1%CO2 RCP6.0 RCP4.5 
η, Вт/м2 7,14⸳10-2 5,29⸳10-2 3,81⸳10-2 2,17⸳10-2

Примечание. Сценарий 1%СО2 сответствует росту концентрации СО2 на 1% в год. 
 

Расчет радиационного форсинга, производимого аэрозолем, вы-
полняется по формуле 0 0(1 )A AR Q     , где A – альбедо аэро-

зольного слоя ( 1A  ); Q0 = 342 Вт/м2 – средняя по Земному шару 

инсоляция [21]. Это позволяет рассматривать A  в качестве управля-

ющей переменной. Реально мы имеем возможность управлять скоро-
стью эмиссии аэрозольных частиц EA, которая входит в уравнение ба-
ланса массы аэрозоля: 

 

,A A A AdM dt E M    (15) 
 

где AM – масса аэрозольных частиц, а A  – время их жизни в страто-

сфере. 
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Величины AM  и A  линейно зависимы:  0A A e A AM Q S k  , 

где 24A   Вт/м2 – эмпирический коэффициент; Ak  – массовый коэф-

фициент экстинкции аэрозоля; eS  – площадь поверхности земного ша-

ра. Следовательно, при заданных Ak  и A  масса аэрозоля AM  может 

быть легко рассчитана. В дальнейшем будем полагать, что 7,6Ak   м2/г, 

а 2A   года [21]. Практически в стратосферу вводятся газы-

предшественники, поэтому масса сульфатных аэрозолей и скорость их 
эмиссии выражаются в единицах серы и обозначаются SE  (ТгS/год) и 

SM  (ТгS) соответственно, учитывая, что 1 Тг серы эквивалентен 4 Тг 

аэрозольных частиц. Тогда уравнение (15) можно переписать в виде: 
 

1 ,A A A Ad dt E      (16) 
 

где 2
0 4 2,39 10e A AQ S k    ТгS. 

Таким образом, если оптимальное управление ( )A t  каким-то 

образом определено, то оптимальная скорость эмиссии сульфатных 

аэрозолей ( )SE t , обеспечивающая формирование аэрозольного слоя 

массы ( )SM t , вычисляется с помощью уравнения (16). Задача опти-

мального управления ЗКС рассматривается на конечном интервале 
времени 0[ , ]ft t t , на котором поведение объекта управления описы-

вается уравнениями (14) при заданных краевых условиях: 
 

0 0( ) 0,      ( ) 0,      ( ) .f
D fT t T t T t T    (17) 

 

Из (17) следует, что в задаче левый конец фазовой траектории за-
креплен, а правый конец закреплен только для переменной Т, тогда как 
для переменной 𝑇஽  – свободен. Выбор граничных условий обусловлен 
тем, что основной интерес представляет изменение аномалии СПТВ.  

Задача формулируется следующим образом: найти управляющую 

функцию ( )A t из класса допустимых, чтобы при выполнении наложен-

ных на систему динамических ограничений (14) и краевых условий (17) 
заданный функционал, характеризующий массовый расход аэрозоля 

 

2

0

1
( )

2

t

At

f
J t dt   (18) 

 

достиг минимального значения. 
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Масса аэрозоля, которая может быть доставлена в стратосферу 
реально ограничена имеющимися техническими возможностями, по-
этому формально будем считать, что область допустимых управлений 
представляет собой интервал [0,  ]U , где U – максимально возможное 
альбедо аэрозольного слоя. В рассматриваемой задаче краевое условие 

fT  интерпретируется как допустимый прирост СПТВ на момент вре-
мени ft  (в соответствии с Парижским соглашением по климату можно 

принять 1,5 2,0fT   оС).  
Решение поставленной задачи оптимального управления вы-

полняется на основе принципа максимума Понтрягина. Согласно это-
му принципу составим гамильтониан задачи при отсутствии ограниче-
ний на фазовые переменные и управление: 

 

   2
1 2

1
,

2 A D A DH aT bT ct q pT pT             (19) 

 
где 0) 0 1( ) ;  ;  ;  (1 ;  ;  Da C b C c C q Q C p C              и 

2  – множители Лагранжа, удовлетворяющие сопряженной системе 

уравнений: 
 

1 2 2 2,     .Dd dt H T aT p d dt H T bT p              (20)
 

Оптимальное управление доставляет максимум функции Га-
мильтона (19) в любой фиксированный момент времени 0[ , ]ft t t : 

 
0,

argmax
A

A A
U

H


 

  

 . Соответствующее условие стационарности гамиль-

тониана записывается следующим образом: 
 

1.A AH q        (21) 
 
Для нахождения оптимального управления и порождаемой им 

оптимальной фазовой траектории ЗКС требуется решить систему че-
тырех обыкновенных дифференциальных уравнений (14), (20) с че-
тырьмя неизвестными T, TD, ψ1, ψ2. Три краевых условия (17) допол-
няются условием трансверсальности 2( ) 0ft  , так как на правом кон-

це граничное условие для функции DT  не определено. 

Выражения для оптимального альбедо аэрозольного слоя и со-
ответствующей ему оптимальной аномалии СПТВ, полученные нами 
аналитически, имеют вид: 
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( )
1 11 21

1 21 2( ) ,
tt t

A
ft C q v e v e e

         
 (22) 

 

 1 1 2 3 4 1 2
1 2 1 2( ) .t t t tT t C e e C e C e w t w              (23) 

 
Здесь 1  и 2  – собственные числа, а 11  и 21  – компоненты 

собственных векторов матрицы коэффициентов системы сопряженных 
уравнений; C1, C2, C3 и C4 – произвольные постоянные, при этом 

( )
2 1

1 2 t fC C e
   ; 1 , 2 , 1w  и 2w  – известные функции собственных 

чисел, собственных векторов и коэффициентов a, b, c, p и q (ввиду 
громоздкости мы эти функции не выписываем). 

Если на аномалию СПТВ накладывается ограничение TT C , 

где константа TC  характеризует допусимый рост СПТВ на временном 

интервале 0[ , ]ft t t , то задача существенно усложняется. В этом слу-

чае для получения оптимального решения требуется учесть условие 
дополняющей нежесткости: ( ) ( ,  ) 0,   ( ) 0t S T t t   , где ( ,  )S T t =

( ),TC T t  а ( )t  – множитель Лагранжа. 

Рассмотрим в качестве примера результаты расчетов, полученные 
для RCP8.5 – сценария («business-as-usual» сценарий, являющийся 
наиболее консервативным в отношении роста концентраций ПГ). Задача 
рассматривается на 80-летнем интервале ( 0 2020t  год, а 2100ft   год) 

при отсутствии и наличии фазового ограничения (ограничения на рост 
СПТВ в течение рассматриваемого периода времени). В соответствии с 
Парижским соглашением по климату, максимально допустимое увели-
чение СПТВ в 2100 году – 2 ºС. Поскольку в 2020 году ожидаемый рост 
СПТВ относительно доиндустриального уровня составит 1,1оС, то тогда 
фазовый ограничитель 2 1,1 0,9TC     ºС. Согласно расчетам, без реа-

лизации геоинжиниринговых проектов за 80 лет СПТВ увеличится при-
мерно на 3,8оС и, таким образом, значительно превысит допустимый 
уровень, определяемый Парижским соглашением. Применение страто-
сферного аэрозоля позволяет стабилизировать климат в 21 веке, обеспе-
чив тем самым выполнение требования Парижского соглашения по 
климату (см. рис. 5).  

Как показывают вычисления, потребная масса аэрозоля за 80-
летний период составит 36,5 ТгS (если фазовое ограничение отсутству-
ет), и 73,6 ТгS (если фазовое ограничение учитывается). Таким образом, 
если характер глобальной экономической деятельности не изменит-
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ся (сценарий RCP8.5), то цели Парижского соглашения могут быть 
достигнуты лишь при условии реализации геоинженерных проектов. 
Аналогичная ситуация складывается при остальных сценариях увели-
чения концентрации ПГ (за исключением нереалистичного сценария 
RCP2.6), поскольку рассчитанные для этих сценариев увеличения 
СПТВ превысят доиндустриальный уровень более чем на 2ºС. Из этого 
следует, что геоинженерные проекты могут рассматриваться в каче-
стве одной из реальных мер стабилизации среднеглобальной припо-
верхностной температуры.  

 

Годы Годы 
Рис. 5. Оптимальное альбедо аэрозольного слоя при наличии и отсутствии 

ограничений на управление и соответствующие аномалии среднеглобальной 
приповерхностной температуры воздуха 

 
6. Заключение. Проблема современного изменения климата, 

обусловленного главным образом антропогенной деятельностью, за-
нимает в спектре вызовов 21 века одно из главенствующих мест, по-
скольку представляет собой реальную угрозу существованию челове-
ческой цивилизации. Решение данной проблемы невозможно без сов-
местных усилий правительств развитых стран. Результаты наблюдений 
за климатической системой свидетельствуют об ускорении процессов 
глобального потепления на планете, что вызывает необходимость без-
отлагательного рассмотрения возможных мер по стабилизации гло-
бального климата. Изменение климата воздействует на природные си-
стемы, человека и его целенаправленную, в том числе экономическую, 
деятельность. В данной работе проблема взаимодействия природы и 
общества в условиях современного изменения климата рассмотрена с 
позиций общей теории управления, в рамках которой система «кли-
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мат-экономика» представляет собой кибернетическую систему, со-
стояющую из субъекта управления (иерархическая система органов 
межгосударственного и странового управления различного уровня) и 
объекта управления – взаимодействующих экономической и климати-
ческой систем. Нами проанализированы слабые стороны субъекта гло-
бального управления, каковым на сегодня является ООН в лице 
МГЭИК, обсуждены основные источники неопределенностей оценок 
изменения климата и наносимого этими изменениями экономического 
ущерба. Поскольку одним из основных источников неопределеннстей 
проекций климата являются обратные связи в ЗКС, с помощью стоха-
стических моделей климата малой размерности оценена чувствитель-
ность климатической изменчивости к вариациям коэффициента обрат-
ной связи. Полученные результаты позволяют объяснить значительные 
межмодельные расхождения оценок изменения климата, рассчитанных 
с помощью современных климатических моделей высокой степени 
сложности. В связи с тем, что предлагаемые МГЭИК меры по стабили-
зации климата Земли по существу являются борьбой не с причиной, а 
со следствием, в качестве радикальной адаптационной меры нами ви-
дится геоинжиниринг. В статье проблема стабилизации климата в 
21 веке рассмотрена как оптимизационная задача, решение которой 
получно методами теории оптимального управления.  

Настоящая работа носит концептуальный характер, проблемы, 
затрагиваемые в ней, являются по своей сути междисциплинарными и 
настолько сложными, что их постановка и решение под силу только 
большому коллективу экспертов, представляющих различные области 
научного знания. Статья открывает цикл публикаций, посвященных 
исследованию взаимодействия общества и природы в условиях изме-
няющегося с нарастающей скоростью климата и возможностей чело-
века управлять этими изменениями. Мы надеемся, что статья послу-
жит неким триггером для научной дискусии и аргументации по поводу 
комплекса вопросов, рассмотренных в ней в постановочном плане.  
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Soldatenko S., Yusupov R., Colman R Cybernetic Approach to Problem of Interaction 
Between Nature and Human Sosiety in Context of Unprecedented Climate Change. 

Abstract. In this paper, from a cybernetic perspective, the human-nature interactions are 
considered in the context of modern climate change, unprecedented in its scale and rate caused 
by anthropogenic activity. The developed structure of the “climate-economy” cybernetic 
system is presented, the weaknesses of the global governance bodies are analysed, and the 
main causes of the uncertainties in assessing climate change and the economic damage caused 
by this change are discussed. It is noted that adaptation measures and strategies developed and 
implemented by governments of different countries and intergovernmental organizations do not 
eliminate the causes of global warming and, therefore, have limited capacities, since humans 
and nature can exist only under specified environmental conditions. Going beyond these 
conditions, due to climate change, can lead to a global biological catastrophe. Climate policy 
decisions are made under uncertainty due to the ambiguity of estimates of the future climate, 
which, in turn, is the result of an insufficiently adequate description of feedbacks in the climate 
system models. Using low-parametric models of the Earth's climate system, the influence of 
system’s feedbacks on tangible inter-model differences of climate change estimates obtained 
using modern climate models of a high degree of complexity is illustrated. Since the climate 
change adaptation measures proposed by experts are not the struggle with causes, but the fight 
with consequences, we see geoengineering as a radical adaptation strategy. In contrast to 
previous studies, we consider the problem of purposefully modifying climatic conditions, 
implemented by geoengineering methods, within the framework of optimal control theory with 
mathematical formalization of geoengineering objectives and methods for achieving them. In 
this paper, an example of the formulation and solution of the optimization problem for 
stabilizing the Earth’s climate through the injection of finely dispersed sulfate aerosol into the 
stratosphere is presented.  

Keywords: Geophysical Cybernetics, Global Warming, Climate Change Economics, 
Geoengineering, Climate Engineering, Feedbacks, Optimal Control. 
 

Soldatenko Sergei — Ph.D., Dr.Sci., Professor, Leading Researcher, Laboratory of Applied 
Informatics and Society Informatization Problems, St. Petersburg Institute for Informatics and 
Automation of Russian Academy of Sciences (SPIIRAS). Research interests: mathematical 
modeling of geophysical processes, geophysical cybernetics, climate change, climate risk-
management, dynamical systems.. The number of publications — 200. 
prof.soldatenko@yandex.ru; 39, 14-th Line V.O., 199178, St. Petersburg, Russia; office phone: 
+7(812)328-3311. 
 

Yusupov Rafael — Ph.D., Dr.Sci., Professor, Corresponding Member of RAS, Scientific 
Advisor, St. Petersburg Institute for Informatics and Automation of Russian Academy of Sci-
ences (SPIIRAS); Pesident, NP National Simulation Society (“NSS”). Research interests: 
mathematical modeling of geophysical processes, geophysical cybernetics, climate change, 
climate risk-management, dynamical systems. The number of publications — 400. 
yusupov@iias.spb.su; 39, 199178, , Russia; office phone: +7(812)328-3311. 
 

39SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS_____________________________________________



Colman Robert — Ph.D., Head of Division, Climate Research Division, Australian Bureau of 
Meteorology; Expert, Intergovernmental Panel on Climate Change (IPCC), Co-Chair, Australi-
an Climate Change Science Program, Member of the National Climate Council. Research 
interests: global climate modeling, climate change and variability, climate feedbacks, climate 
sensitivity, regional climate projection, analysis and validation of climate models. The number 
of publications — 200. robert.colman@bom.gov.au; 700, Collins str., 3008, Melbourne, Aus-
tralia; office phone: +61451795720. 
 

References 
1. The Millennium Project. Global futures studies and research. Available 

at: www.millennium-project.org/15-global-challenges (accessed: 24.12.2019). 
2. Bradley R. Paleoclimatology: reconstructing climates of the quaternary. Elsevier. 

2015. 696 p. 
3. NOAA National Centers for Environmental Information, State of the Climate: Global 

Climate Report – December 2018. Available at: 
www.ncdc.noaa.gov/sotc/global/201812 (accessed: 21.12.2019). 

4. Stocker T.F. et al. Climate Change 2013: The Physical Science Basis. Contribution of 
Working Group I to the Fifth Assessment Report of the Intergovernmental Panel on 
Climate Change. University Press. 2013. 1535 p 

5. NOAA Earth System Research Laboratory, Global Monthly Mean CO2. Available at: 
www.esrl.noaa.gov/gmd/ccgg/trends/global.html (accessed: 21.12.2019).  

6. Ripple W.J. et al. World scientists’ warning of a climate emergency. BioScience. 
2019. Issue 1. vol. 70. pp. 8–12. 

7. Santer B.D. et al. Celebrating the anniversary of three key events in climate change 
science. Nature Climate Change. 2019. vol. 9. no. 3. pp. 180–182. 

8. Diem C. There is no climate emergency, say 500 experts in letter to the United Na-
tions. Available at: www.aei.org/carpe-diem/there-is-no-climate-emergency-say-500-
experts-in-letter-to-the-united-nations (accessed: 21.12.2019). 

9. Foster P. Half a century of robust climate models. Nature. 2017. vol. 545. pp. 296–297. 
10. Taylor K.E., Stouffer R.J., Meehl G.A. An overview of the CMIP5 and the experi-

mental design. Bulletin of the American Meteorological Society. 2012. vol. 93. 
pp. 485–498. 

11. Dymnikov V.P., Lykosov V.N., Volodin E.M. [Modelling of climate and its changes: 
contemporary problems]. Vestnik Rossijskoj akademii nauk – Herald of the Russian 
Academy of Sciences. 2012. Issue 82. no. 3. pp. 227–236. (In Russ.). 

12. Lupo A., Kininmonth W., Armstrong J.S., Green K. Global climate models and their 
limitations. Climate change reconsidered II: Physical Science. 2013. vol. 9. 139 p. 

13. Wang Z., Wu J., Liu C., Gu G. Integrated assessment models of climate change eco-
nomics. Springer Singapore. 2017. 181 p. 

14. Pindyck R.S. The use and misuse of models for climate policy. Review of Environ-
mental Economics and Policy. 2017. vol. 11. pp. 100–114. 

15. Nordhaus W. Scientific and economic background on DICE models. Available at: 
https://sites.google.com/site/williamdnordhaus/dice-rice (accessed: 04.12.2019). 

16. Board O.S., National Research Council. Climate intervention: Carbon dioxide remov-
al and reliable sequestration. National Academies Press. 2015. 154 p. 

17. Board O.S., National Research Council. Climate intervention: Reflecting sunlights to 
cool Earth. National Academies Press. 2015. 260 p. 

18. Soldatenko S.A. Weather and climate manipulation as an optimal control for adaptive 
dynamical systems. Complexity. 2017. vol. 2017. 12 p. 

19. Meinshausen M. et al. The RCP greenhouse gas concentrations and their extensions 
from 1765 to 2300. Climatic Change. 2011. vol. 109. no. 1-2. pp. 213–241. 

40 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



20. Soldatenko S.A., Yusupov R.M. Optimal control of aerosol emissions into the strat-
osphere to stabilize the Earth’s climate. Atmospheric and Oceanic Physics. 2018. 
vol. 54. pp. 480–486. 

21. Soldatenko S.A., Yusupov R.M. Optimal control for the process of using artificial 
sulfate aerosols for mitigating global warming. Atmospheric and Oceanic Optics. 
2019. vol. 32. pp. 55–63. 

22. Soldatenko S.A., Yusupov R.M. [On the selection of control parameters in modelling 
of purposeful modification of weather and climate processes]. Trudy SPIIRAN – 
SPIIRAS Proceedings. 2016. vol. 1(44). pp. 153–180. (In Russ.). 

23. Soldatenko S.A., Yusupov R.M. On the possible use of geophysical cybernetics in 
climate manipulation (geoengineering) and weather modification. WSEAS Transac-
tions on Environment and Development. 2015. vol. 11. pp. 116–125. 

24. Soldatenko S.A. Estimating the impact of artificially injected stratospheric aerosols on 
the global mean surface temperature in the 21th century. Climate. 2018. vol. 6. no. 4. 
pp. 85. 

25. Gaskarov D.V. et al. Vvedenie v geofizicheskuyu kibernetiku [An introduction to geo-
physical cybernetics and environmental monitoring]. SPb: SPbGUVK. 1998. 
165 p. (In Russ.). 

26. Wiener N. Cybernetics or control and communication in the animal and the machine. 
Technology Press. 1948. 194 p. 

27. Wiener R. Cybernetics and society: The human use of human beings. Houghton Mif-
flin. 1950. 241 p. 

28. Sickles R.C., Zelenyuk V. Measurement of productivity and efficiency. University 
Press. 2019. 626 p. 

29. Fonu U.P. World Economic Outlook: Seeking Sustainable Growth-Short-Term Re-
covery. Long-term challenges (International Monetary Fund Publications: Washington 
DC). 2017. 284 p. 

30. Rozenwasser E., Yusupov R. Sensitivity of automatic control systems. CRC Press. 
2019. 456 p. 

31. Soldatenko S.A., Yusupov R.M. Estimating the influence of thermal inertia and feed-
backs in the atmosphere–ocean system on the variability of the global surface air tem-
perature. Atmospheric and Oceanic Physics. 2019. vol. 56. pp. 591–601. 

32. Soldatenko S., Colman R. Climate variability from annual to multi-decadal timescales 
in a two-layer stochastic energy balance model: analytic solutions and implications for 
general circulation models. Tellus A: Dynamic Meteorology and Oceanography. 2019. 
vol. 71. no. 1. pp. 1–15. 

33. Soldatenko S.A., Yusupov R.M. [Sensitivity and feedback loops in a zero-dimensional 
climate model in the context of weather and Earth’s climate control]. Trudy 
SPIIRAN – SPIIRAS Proceedings. 2017. vol. 52. pp. 5–31. (In Russ.). 

34. Gambhir A. et al. A review of criticisms of Integrated Assessment Models and pro-
posed approaches to address these, through the lens of BECCS. Energies. 2019. 
vol. 12. no. 9. pp. 1747. 

35. Pindyck R.S. Climate change policy: What do the models tell us? Journal of Econom-
ic Literature. 2013. vol. 51. pp. 860–872. 

36. Lazo J.K., Lawson M., Larsen P.H., Waldman D.M. United States economic sensitivi-
ty to weather variability. Bulletin of the American Meteorological Society. 2011. 
vol. 92. no. 6. pp. 709–720. 

37. Crepin A.S., Karcher M., Gascard J.C. Arctic climate change, economy and socie-
ty (ACCESS): Integrated perspectives. Ambio. 2017. vol. 46. no. 3. pp. 341–354. 

38. Katssov V.M., Porfir'ev B.N. [Assessment of the macroeconomic effects of climate 
change in the Russian Federation for the period up to 2030 and further perspec-

41SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS_____________________________________________



tives (report summary)]. Trudy Glavnoj geofizicheskoj observatorii im. A.I. Voejko-
va [Proceedings of the Main Geophysical Observatory named after A.I. Voeikov]. 
2011. vol. 563. pp. 7–59. (In Russ.). 

39. Akent'eva E.M. et al. Doklad o klimaticheskih riskah na territorii Rossijskoj Feder-
acii [Report on climate risks in the Russian Federation]. GGO im. A.I. Voejkova. 
2017. 106 p. (In Russ.). 

40. Soldatenko S.A. et al. [On the assessment of climate risks and vulnerability of natural and 
economic systems in the marine Arctic zone of the Russian Federation]. Problemy Arktiki i 
Antarktiki – Arctic and Antarctic Research. 2018. vol. 1(64). pp. 55–70. (In Russ.). 

41. Hallegatte S., Green C., Nicholls R.J., Corfee-Vorlot J. Future flood losses in major 
coastal cities. Nature Climate Change. 2013. vol. 3. no. 9. pp. 802–806. 

42. Kopp R.E. et al. Probabilistic 21st and 22nd century sea‐level projections at a global 
network of tide‐gauge sites. Earth Future. 2014. vol. 2. no. 8. pp. 383–406. 

43. Taylor K.E., Stouffer R.J., Meehl G.A. An overview of CMIP5 and the experiment 
design. Bulletin of the American Meteorological Society. 2011. vol. 93. pp. 485–498. 

44. Colman R.A., Power S.B. What can decadal variability tell us about climate feedbacks 
and sensitivity? Climate Dynamics. 2018. vol. 51. pp. 3815–3828. 

45. Soldatenko S.A. Estimated impacts of climate change on eddy meridional moisture 
transport in the atmosphere. Applied Sciences. 2019. vol. 9. no. 23. pp. 4992. 

46. Ginzburg A.S., Demchenko P.F. Anthropogenic meso-meteorological feedbacks: 
A review of recent research. Atmospheric and Oceanic Physics. 2019. vol. 55. 
pp. 573–590. 

47. Hasselmann K. Stochastic climate models. Part I. Theory. Tellus A. 1976. vol. 28. 
pp. 473–485. 

48. Middlemas E., Clement A. Spatial patterns and frequency of unforced decadal scale 
changes in global mean surface temperature in climate models. Journal of Climate. 
2016. vol. 29. no. 17. pp. 6245–6257. 

49. Geoffroy O. et al. Transient climate response in a two-layer energy-balance model. 
Part I: Analytical solution and parameter calibration using CMIP5 AOGCM ex-
periments. Journal of Climate. 2013. vol. 26. no. 6. pp. 1841–1857. 

50. Demchenko P.F., Semenov V.A. Estimation of uncertainty in surface air temperature 
climatic trends related to the internal dynamics of the atmosphere. Doklady Earth 
Sciences. 2017. vol. 476. pp. 1105–1108. 

51. Ohtilev M.Yu. [The concept and technology of proactive business lifecycle manage-
ment]. Izvestiya vysshih uchebnyh zavedenij. Priborostroenie – Journal of Instrument 
Engineering. 2020. Issue 63. no. 1. pp. 158–161. (In Russ.). 

52. Ronzhin A.L. [Application of radio frequency identification technology to build a 
system for controlling the turnover of on-board kitchen equipment]. Voprosy radioel-
ektroniki. Seriya: Tekhnika televideniya – Questions of radio electronic. Series: Tele-
vision Technique. 2020. vol. 1. pp. 3–10. (In Russ.). 

42 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



DOI 10.15622/sp.2020.19.1.2 
 

V. KOSTJUKOV, M. MEDVEDEV, V. PSHIKHOPOV 
OPTIMIZATION OF MOBILE ROBOT MOVEMENT ON A PLANE 

WITH FINITE NUMBER OF REPELLER SOURCES  
 

Kostjukov V., Medvedev M., Pshikhopov V. Optimization of mobile robot movement on a 
plane with finite number of repeller sources. 

Abstract. The paper considers the problem of planning a mobile robot movement in a 
conflict environment, which is characterized by the presence of areas that impede the robot to 
complete the tasks. The main results of path planning in the conflict environment are 
considered. Special attention is paid to the approaches based on the risk functions and 
probabilistic methods. The conflict areas, which are formed by point sources that create in the 
general case asymmetric fields of a continuous type, are observed. A probabilistic description 
of such fields is proposed, examples of which are the probability of detection or defeat of a 
mobile robot. As a field description, the concept of characteristic probability function of the 
source is introduced; which allows us to optimize the movement of the robot in the conflict 
environment. The connection between the characteristic probability function of the source and 
the risk function, which can be used to formulate and solve simplified optimization problems, 
is demonstrated. The algorithm for mobile robot path planning that ensures the given 
probability of passing the conflict environment is being developed. An upper bound for the 
probability of the given environment passing under fixed boundary conditions is obtained. A 
procedure for optimizing the robot path in the conflict environment is proposed, which is 
characterized by higher computational efficiency achieved by avoiding the search for an exact 
optimal solution to a suboptimal one. A procedure is proposed for optimizing the robot path in 
the conflict environment, which is characterized by higher computational efficiency achieved 
by avoiding the search for an exact optimal solution to a suboptimal one. The proposed 
algorithms are implemented in the form of a software simulator for a group of ground-based 
robots and are studied by numerical simulation methods. 

Keywords: Path Planning, Conflict Environment, Movement Optimization, Characteristic 
Probability Function. 

 
1. Introduction. The task of a mobile robot path planning is one of 

the most relevant problems of modern robotic science [1-5]. When planning 
paths in the conflict environment it is necessary not only to take into 
account the local obstacles, but also the presence of areas that impede the 
mobile robot from completing its tasks. The sources of such areas can be 
detecting equipment, sources of radioactive or chemical pollution, etc. This 
raises the problem of avoiding the effect of such sources by the mobile 
robot [6]. The popular approach to solving this problem in uncertain 
conditions is the use of AI technologies [7-9] and methods that utilize the 
probability theory or risk functions [10 –18]. 

Thus, in the papers [7-9] the different aspects of the neural network 
use related to the planning of movement tasks in the conflict environments 
are considered. P. Agrawal and H. Agrawal [7] solve the problem of the 
evasive objects group persecution. Hunters have to recognize the friendly 
robot groups and perform the path planning to persecute the evasive objects. 
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Developed neural network solves the persecution problem taking into 
account the delays and limitations of communication channels. The network 
predicts the evasive objects’ motion. The proposed approach advantages in 
an obstructed environment are demonstrated by simulations. The paper [8] 
proposes a biologically inspired neural algorithm based on the dynamic 
threat assessment. The algorithm is a combination of a fuzzy set, neural 
network, artificial potential field, and Bellman optimization procedure. The 
effectiveness of the presented algorithm is demonstrated by experimental 
results. In the article [9] the problem of autonomous collision-avoidance of 
mobile robots in dynamic environments is considered. The system includes 
a threat-avoidance unit based on the neural estimation of threat degree.  

The articles [10-18] present the results based on using the risk 
function.  

The possibilities of using generalized risk functions to solve 
optimization tasks in case of uncertainties are thoroughly observed in the 
general review [10]. 

The work [11] sets the optimizations problems of minimizing the 
integral of that function along the target trajectory, basing on the definition 
of the risk function, which is set in each point within the space where the 
sources are located. This trajectory can be imposed with various restrictions, 
among which the minimum trajectory length l and the presence of an upper 
limit of this length are particularly important. 

The authors use the risk function for finding an object at the point M 
from the sources action K in the form of 

 

2

1

( ) / ( ),
K

k k
k

r M d M


   

 
where k is the risk weighting of the kth source with the center at the point 
O(k); dk(M) is the distance between O(k) and M. Next, the indicated 
optimization problem is set with the constraint l  lmin, where l and lmin are 
the length of the optimized trajectory and its maximum permissible length. 
In the case of a single source, this problem can be solved analytically by the 
methods of variations calculus. For the case of many sources, the authors 
proposed the nonlinear programming algorithm based on the optimization 
of finite transitions between the nodes of a special graph that takes into 
consideration the weight coefficients of edges in the form of distances 
between the adjacent vertices and the respective transmission costs in the 
form of the risk function integrals on these edges. 

The papers [12, 13] show that in case of an object, moving with 
changing speed in the neighborhood with one source, the optimal trajectory 
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and speed-changing mode are such that the current value of the summarized 
“signal” from the source must be constant in time. In the papers [14 – 16] 
this property is generalized in the cases of several sources, moving and 
heterogeneous observers.  

In [17], the authors introduce a functional that estimates the risk of 
detecting the jth moving object of a group that operates jointly (for example, 
to break through the enemy defenses) by one of the N sensors that can 
summarize the signals incoming at the same time: 

 

 
 0

1
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,
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m
NT j

j k
i ij

j v t
R dt
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
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where ij(t) and vj(t) are the distance to the ith sensor and the velocity of the 
jth moving object of a group; Tj is the approximate time of this object to 
reach its target point. Here the “signal” on each sensor at a given moment of 
time reflects the respective summand, which depends from ij(t) and vj(t). 
The exponent k characterizes the physical field in which the detection is 
carried out, and the exponent m is the dependence of the emitted signal’s 
intensity level from the object’s velocity. Thus, for example, for a primary 
hydroacoustic field in a shallow sea k = 1; k = 2 corresponds to a thermal 
field, a primary electromagnetic field or a primary hydroacoustic field in the 
deep sea; for the magnetic field detectors k = 3, and in case of the active 
detection mode for electromagnetic or hydroacoustic static fields k = 4. 

Next, the various modifications of the introduced functionality are 
introduced to build the behavior models for the moving object groups, 
which differ by the information organization of their elements, i.e. by their 
degree of awareness about each other's actions and sensors. The resulting 
functionals already take into account the mentioned organization. There are 
the given results of a simulation of an enemy defense breakthrough by the 
groups with the different informational organization. The common aspect of 
all models constructed this way is the operation with the concept of 
detection risk instead of the concept of detection probability. 

For example, introduced by the authors for the “non-cooperative” 
model risk function: 
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where j(x,y) is the distance from the current location of the object to the i th 
sensor does not correctly reflect any probability. First, the necessity to 
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exclude the first argument of the function min(, 1), the absence of 
smoothness of this dependence on of the object’s position indicates the 
artificial nature of approximation of the true probability function of the 
considered event – the detection of a moving object by sensors at a given 
point. Second, the introduced function does not allow us to evaluate the 
probabilities of detection by sensors or the probability of damage from fire 
sources or other adverse factors of the enemy when the assumption of the 
instantaneous action of these sources of counteraction has already been 
incorrect. Thus, the model constructed by the authors does not permit to 
accumulate correctly the probability of damage/detection during the final 
mission time in the general case. 

In [18], the authors enhance the problem set in [17] by introducing 
the factor of concentration of individual moving objects in a small area, 
which increases the overall risk of their detection by the sensor system. The 
pi value, introduced here by the authors, formally reflects the probability of 
detecting a moving object by a group of sensors under conditions of finding 
other objects is also introduced by the cut-off principle of the subintegral 
expression of the respective risk function using the function min(, 1). The 
authors themselves notice that the issue of the correct representation of this 
probability has not been fully considered by them. 

In addition, please, note that the problem of estimation of the 
probability of damaging the moving object in case of its detection is not 
raised in [17, 18] as well. 

The common thing of works [10-18] is the use of the risk function 
and absence of methods to calculate the probabilities of spotting, damage, 
etc. For example, an extreme trajectory, which can be obtained by an 
effective numerical method for optimizing risks on a network indirect 
graph [10], needs to determine this probability. Indeed, knowing the optimal 
trajectory dos not yet guarantee the completion of the mission by a single 
mobile object or a group of mobile objects if there is no way to calculate the 
probability of completing a mission. Having a methodology for calculating 
the probability of completing a mission, which is connected with passing 
the trajectory, will allow us in some cases to choose acceptable trajectories. 

The papers [17, 18] use the concept of the probability of object’s 
damage in case of its detecting, but this probability is not considered as a 
function of trajectory and/or moving speed, because it is set as an 
external constant.  

The papers [19-22] also present different methods of optimizing the 
risk function in the conflict environment. The method of planning of robot’s 
behavior in an environment with threats is developed in the article [19]. It 
proposes the bioinspired system that realizes the global and local robot’s 
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behavior. On the local level, the risk function is used, which is optimized 
with the proposed AI system. Also, in the mentioned paper, the collision 
probabilities are not introduced, and the risk function depends on distances 
and experimentally adjusted parameters. In the article [20] the problem of 
visiting the target points by one or several robots in the hostile environment 
is solved. Heuristic algorithms for obtaining optimal paths from the point of 
view of the probability of the task are proposed in the article. The article 
uses probabilities set by default, which calculation method is not proposed.  

The study [21] considers the problem of finding a reliable path in an 
uncertain conflict environment, which is solved by minimizing the expected 
risk. To solve the problem, a topological map is compiled. 

The authors of [22] propose the method of path planning in the 
stochastic environment. This method maximizes the probability of arriving 
at a given point within the given time interval. The authors describe the 
probability of passing the area using Levi’s distribution. The problem is 
solved for an environment represented by the graph.  

Thus, the problem of calculation of passing probability for random 
trajectories in conditions of random sources, also including their 
heterogeneity, is relevant and not well studied.  

It should be mentioned that the problem of moving in the area with 
the sources that create threats for completing the assigned mission has much 
in common with movement in the environment with the obstacles. To solve 
this problem a significant number of methods are used which are based on 
potential fields [23-26], dynamic (including unstable) forces [4, 5, 27], 
graph-searching algorithms [28-31], and assessment of geometrical 
complexity of the environment [32]. 

Potential fields allow us to find the optimal path with a rigorous 
justification of the stability of the impact of the introduced virtual forces. 
However, the method restrictions are that it can guarantee obstacle 
avoidance, but the particular look of the planned trajectories cannot be 
exactly forecasted.  

Dynamic (including unstable) fields make it possible to efficiently 
solve the problem of local minima; however, predicting the robot's 
trajectory in advance also seems problematic. 

In many cases the discretized graph-searching algorithms allow us to 
find paths in the conflict and uncertain environments more effectively. 
Thus, [28] presents the algorithms of calculating the shortest path basing on 
the piecewise-linear discrete model of the configuration space, which 
permits to use it for random topology and dimensionality. The proposed 
method builds the geodesic path in the metrical space more precisely than 
the Dijkstra’s algorithm. 
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The article [29] considers the multicomponent procedure that 
includes ant colony optimization and A*. The 3-D space is considered. 
There is a given set of target points for which the ant colony optimization 
calculated the sequence of passage on large cells. The path plan is clarified 
using A*, which takes into account the local obstacles.  

The paper [30] presents the algorithm of planning in the 3-D 
environment that is presented in the form of the probability graph. To build 
the graph, a sufficient number of points-nodes are generated, the 
coordinates of which are random variables with a uniform distribution law 
inside an admissible region of space. On this graph, the permissible 
movements are highlighted without taking into account the obstacles. Then, 
using the algorithm А* and potential fields, the obstacles are taken into 
account and the path is formed. 

The discrete searching procedures allow us to find the suboptimal 
paths with insignificant calculation expenses, but the obtained trajectory 
may need further processing, for example, path smoothing. From this point 
of view, the continuous methods can at once take into account the 
characteristic peculiarities of passing the conflict areas by the robots. 

The present article is organized in the following way. Section 2 
formulates the problem to be solved and gives a probabilistic description of 
the source with a local field of action. The description of the characteristic 
probability function is introduced and the basic assumptions are made. In 
section 3, based on the assumptions made, the characteristic probability 
function in continuous form for one source is proposed. In section 4, based 
on the finite-difference introduction, the function is introduced, which 
allows us to approximately calculate the probability of robot’s non-
detecting when it is moving by a random trajectory in the area of the source. 
The obtained result is generalized in the case of several repeller sources. 
Also, the expression for describing the probability of a robot’s non-
detecting is given in continuous form. Section 5 presents the examples of 
optimization problems connected with robot’s movement within the area of 
one or several repeller sources. Chapter 6 contains the examples of 
numerical simulation.  

2. Problem statement. Let us assume that each repeller source S


 
has a center O in small neighborhood of which its radiation is maximal. For 
definiteness, we assume that the source creates probing radiation and we 
estimate the probability of the object passing undetected in the field of this 
source. However, all subsequent conclusions can be transferred to the 
sources of other types, in particular, creating damaging factors.  

We will single out the sources whose scope is the entire subspace of 
the Euclidean plane that is valid for laying target trajectories of a continuous 

48 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



type, and sources with a scope limited by some figure inside the specified 
subspace, for example, by a circular sector.  

Basing on the information about technical characteristics of this 
source it is possible to construct a dependence of the probability qs(Tr), qs1 
of a mobile robot passing undetected/undamaged from the particular 
trajectory Tr defined as a vector function of time. We will consider only the 
trajectories that can be presented as a set of a finite number of parameters.  

Let us divide the initial object’s movement trajectory Tr by separate 
sections ri, i=1,2,…,N; each section corresponding to an elementary 
trajectory (Tri).  

We introduce the following probabilistic space (Tr, F, P), where 
Tr is the set of elementary events corresponding to the given trajectory Tr, 
F is the admissible set of the subsets Tr; P is the countably additive 
function on the set FF: P(F)1, P(Tr)=1, P()=0. 

The set Tr contains of: А) finite set  of events (AiAi+1), 

AiAi+1 Tri  Tr – random elementary trajectory section (of the separation 
described above) of the type: 

 

 
1

"        detected
( ) .

        i
i

i
i

Object moving along the Tr will be

on the section A B of the given trajectory r
A
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A 

 
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 
 

 

B) one elementary event *: 
 

 * "         det .Object moving along the Tr will not be ected   
 

Thus, . 

Notice, that the probability value for each event of the type (AiAi+1) 
is calculated according to the rule: 

 

   P ( ) ( ) 1 ( ) ,S i Si iq AA qTr Tr     

 
where qs(Tri) is the probability of the object’s non-detecting on the 
elementary section AiAi+1 of the trajectory Tr irrelatively to the already 
passed section AAi of this trajectory; qs(AAi) is the probability of the object’s 
non-detecting when passing the section AAi. 

If for each section Tri we determine its passing probability qsi(Tri) 
then the value of the probability function of passing the mobile robot 
undetected along the entire trajectory qs(Tr) is calculated using the 
expression [33]: 

Tr


*
Tr Tr   


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It needs to be mentioned that for the sources of continuous type 

we should use the division mentioned above to the entire trajectory, 
since, according to the definition of such sources, the entire trajectory is 
within their scope (see Fig. 1). In case of discrete sources it is enough to 
divide by sections only those parts of the trajectory that are within the 
respective figure which is the combination of scopes of these 
sources (see Fig. 2).  
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Fig. 1. Division of the final trajectory into elementary sections for the case of a 

continuous source: the entire trajectory is divided 
 
In case of rather small sections ri the probability qs(Tr) can be 

calculated using the limit 
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where 
 max

max i
i

r r     . 

Thus, the problem can be reduced to determining the values of the 
function qs on rather small sections of the trajectory Tr within each of which 
the change in the distance from the object to each source can be neglected, 
as well as the change of the object’s velocity. 
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Fig. 2. Division of a finite trajectory into elementary sections for the case of discrete 

sources: in the general case, not the entire trajectory is divided 
 
Assume that qsi is the monotonically increasing function of the 

distance di between the geometrical center Mi of the area Tri and the 
source’s center O. This assumption is based on the fact that the probability 
of the robot spotting is monotonically increasing with decreasing distance to 
the center O. Assume that the source is directed. For simplicity, we assume 
that there is one characteristic direction of the maximum of its influence on 
the object and it is described by the unit vector ns. If i is the angle between 
ns and direction drawn from the source’s center O to the point Mi, then the 
function qsi is monotonically increasing with the increase of the module i. 
In case of the discrete source we assume that the vector ns simultaneously 
sets the direction of the axis of symmetry of the circular cone – the range of 
action of such source according to the accepted assumption. 

Let us describe the characteristic change of the source’s influence 
depending on the distance using the parameter dm, and the respective change 
by angle using the parameter m. 

Next, assume that the source has response inertia and detection 
error. The latter can be caused by the influence of interference and errors 
in the identification system associated with the source. Let  be the 
effective frequency of the source, which is the greater, the lower the 
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indicated inertia is. Thus, in case of fixed , the function qsi depends on 
the time Ti of passing the trajectory Tri. Let us assume that qsiis the 
monotonically decreasing function Ti. The bigger is,  the lower is the 
probability of the objects’ passing given the fixed time Ti of being within 
the source’s field. 

Notice, that in general case qsi depends on the orientation of the 
vector ri in relation to the direction OMi. However, in case of rather small 
r the influence of orientation can be neglected. 

For the discrete type sources it might be appropriate to introduce the 
lower boundaries for values d and T: dmin и Tmin. For example, the 
restrictions on minimum detection distance can be connected with the 
peculiarities of the beam pattern. The minimum duration of the object’s 
presence in the field of the source can be determined by the necessity of 
signal accumulation or inertia of identification or guidance systems. 

Thus, we will characterize the sources of both types by the set of 

values:  , , , , ,S m mS S O n d   , moreover S (the scope) for the continuous 

type source coincides with the plane subspace indicated above, within 
which the movements of the object are permissible, and for the discrete type 
source it coincides with the indicated above circled cone with the center O, 
opening angle , directing vector of the symmetry axis ns, minimum and 
maximum radiuses dmin and dmax (dmin can be zero). 

Definition 1. The value q0s(di, i, Ti) we will call the characteristic 

probability function of the source , if for rather small sections Tri it 
determines the probability of their passing, i.e qsi(Tri)=q0s(di, i, Ti). 

3. Synthesis of the characteristic probability function. According 
to the Definition 1, the function q0s(di, i, Ti) satisfies the following 
Statement 1. 

Statement 1. The probability of robot detection by the considered 
source remains unchanged in two cases: 

1. The mobile robot is at rest for a time T at some point M 
determined by the distance d and the angle ; 

2. The mobile robot is moving for a time T along the circular arc 
determined by the radius d and the angle . 

The indicated cases are presented on the example of continuous type 
source in Figure 3. 

Let us introduce two events. Event 1  means that the 

robot is not detected while being at rest. Event 2  means that 

the robot is not detected while moving along the respective circular arc. 

(1)

S

1 ( , , , )Q S d T 

2 ( , , , )Q S d T 
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Fig. 3. Conditions for the constancy of the probability of detecting a robot appearing 
in Statement 1 

 
Radial arrows in Figure 3 show that the source’s scope is exceeding 

the circle with the radius dm that has the meaning of characteristic influence 
of the source over the distance to the object.  

According to the definition 1, statement 1, as well as the 
assumptions made in section 2 regarding the properties of the 
function q0s(d, , T) on rather small trajectory Tr, we propose the 
following function: 

 

 22
0 ( , , ) exp exp ( / ) / ,

sp
S т тq d T T d d          (3) 

 
where ,p s R ; values dm and m are the normalizing divisors for the 

distance and the angle, respectively.  
If we accept the hypothesis of a uniform distribution of the 

probability of non-detection of the robot in azimuth, then expression (3) will 
take the form: 

 

 2
0 ( , ) exp exp ( / ) ,p

S тq d T T d d       (4) 

 
Figure 4 shows the dependencies of the characteristic probability 

function of the type (3) at =0 from the distance d for different 
time spent by the robot in the field T=1, 2, 4, 10 sec, 2p=2, 2p=4, dm=2 
m, =10 sec -1.  
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а) 2p=2 

б) 2p=4 
Fig. 4. Characteristic probability function 

 
4. Probability of non-detection of the robot moving along 

random trajectory in the field of one or several sources. Let us consider 
the robot’s movement along the random trajectory AD (Fig. 1), which 
travels through the scope of the source. 

Let us divide the part of the trajectory into rather small intervals 
AiAi+1=ri, i=1,2,…,N-1. Obviously, for sufficiently big N we can neglect 
the change of the distance d and approximately assume: 

 

1 0( ) ( , / , ),Si S i ii ii iA dAq q r v     (5) 

 
where qsi(AiAi+1) is the desired probability of the object passing the area 
AiAi+1 undetected; (di, ri, vi) are the distance to the source, vector of length, 
and velocity module of the ith section of the trajectory.  
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For the correct use of the indicated approximation, we require that 
for each ri the following condition is fulfilled: 

 

maxcos ,i i dr k d    (6) 

 
where kd<<1 is the parameter that characterize the allowable maximum 
value of projection ri on the на radius-vector connecting the cource’s 
center with the initial point Ai of the area AiAi+1; i is the angle 
between the direction from the source to the point Ai and the 
directed segment ri. 

The fulfillment of condition (6) allows us to use of the 
expression (5) for an approximate calculation of the probability of the 
robot non-detection.  

If the obtained division fulfills the condition (6) then, according to 
the product theorem of event probabilities following one another [33], we 
obtain that the probability  of the robot’s passing along the 

trajectory AD, taking into account (5), (6) and (3), determined in the 
following way:  
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 


 (7) 

 
The expression (7) can be generalized in case of a finite number of 

sources of the observed type under the assumption of their independence 
from each other. Suppose there are K sources

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m, , , , ,k k k k k k k k

SS S S O n d    , k=1,2,…,K. In this case, the 

probability of the robot’s passing undetected along the trajectory AD is 
determined by the expression 
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( )Sq AD
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where ( ) ( )
S kq AD  is the probability of the robot’s passing undetected by the 

kth source. It is assumed here that to calculate each probability ( ) ( )
S kq AD  

the initial trajectory is divided by the same system of points AiAi+1=ri, 
i=1,2,…,N-1 that fulfill the correlation (5) for each source (see Fig. 3); in 
case of fixed k the summation over i is carried out over the subset of indices 

 ( )ki N , which correspond only to the sections of the division within the 

area ( )kS . All other values with the upper index k have the meaning similar 
to the considered above for one source.  

Now let us obtain the expression for the probability of non-detection 
of the robot moving along the random trajectory in the continuous form. By 
tending the upper limit for the lengths of division sections in (7) to zero, in 
the limit we transform (7) to the following expression: 

 
( )Sq Tr   
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exp lim exp ,
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i i
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i m т

d
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d
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  

(9) 

 
Where /i i it r v    is the time of object’s movement on the elementary 

linear sector of the trajectory ri with velocity vi. 
From the expression (9) we obtain: 
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where    2 2
( ) ( ) ( )O Od t x t x y t y    , (t)=acos(ns, OM(t)/||OM(t)||), 

M(t)=[x(t); y(t)], ; tA, tD are the moment of the robot being at 

the starting (A) and finishing (В) points. 
For the source with the function q0s(d, , T) that does not depend on 

the azimuth, basing on the expression (4), in the same way we obtain  
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5. Optimization problems of the robot passing in the field of one 
or several sources. 5.1. The problem of movement in the field of the 
sources that does not depend on the angle . Let’s consider the case of 
several continuous type sources, where each source is described by the 
characteristic probability function of the type (4). 

Let us assume that the movement is made along the piecewise-linear 
trajectory Tr with the points {Al}, l=1,2,…,N0 and constant velocity v. 

For several independent sources the probability of passing the 
considered trajectory without being detected q(Tr) is determined by the 
following multiplication  

 

( )

1

( ) ( ),
K

k
S

k

q Tr q Tr


  (12) 

 

where ( ) ( )k
Sq Tr  is the probability of passing the trajectory under influence 

of the source ( )kS .  
Considering the expressions (11) and (12) and the fact that at a 

constant movement velocity it is possible to go from the differential of time to 
the differential of movement, for the piecewise-linear trajectory we obtain: 
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
         (14) 

 
where (k) and  are the characteristic frequency and distance of the kth 

source; ( )
( ) ( )k
ld   is the distance from the center of the kth source to the 

integration point on the linear section AlAl+1. The value of ( )
( ) ( )k
ld   is 

calculated in the following way: 
 

 2( ) 2 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2 ,k k k k
l l l ld d d cos        (15) 

 

where ( ) (k) ;k
l ld O A  ( )k

l  is the angle between the direction O(k)Al and the 

vector AlAl+1. The respective geometrical constructions are given in the Figure 5. 

( )k
md

57SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS_____________________________________________



md

( )kO


( )k
l

A

1NA 

NA D

( )k
ld

2A

3A

lA

1lA 

( )
( ) ( )k
ld 

V

 
Fig. 5. Determination of the characteristic geometrical values 

 
By performing integration in (14), the summation over l can be 

converted to: 
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Here we use the designation of the probability integral [34]: 
 

  2

0
(x) 2 / exp( )d .

x
erf      (18) 

 
It is obvious that the function (13) on the set of all possible 

piecewise-linear trajectories has no global extremum if the number of 
sources of the observed type is finite. Therefore, the quality functional 
should include, along with (13), at least one more component. Let such 
component describe the the requirement of minimizing deviations from the 
given initial trajectory Tr(0) with the fixed endpoints A1=A, AN0=D. Then we 
can propose the following optimization function: 
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02 2
0( ) ( ) (1 ) ( , ) max, (0,1),m SG Tr d q Tr Tr Tr         (19) 

 

where ( )
0 max

1

/
K

k
m

k

d d K


   is the normalizing factor for equalizing the 

dimensions and orders of magnitude of the terms in (19); the value  is the 
distance between the target and the initial trajectory described by the 
coordinates 0 :lA  
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( , ) ,
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l l l l
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Tr Tr x x y y
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 0 0 0 0, , 2,.., 1l l lA x y l N    are the coordinates of the points of the initial 

trajectory of the null approximation;  ,l l lA x y  are the coordinates of the 

points of the trajectory. Parameter (0,1) characterizes the weights of each 
component of the criterion (19). 

Let us consider an approximate solution to the problem of optimal 
motion in the field of repeller sources according to the criterion (19). 

Due to the high complexity of the function qs(Tr) in the 
functional (19), we will consider the other function, which behavior is close 
to the qs(Tr). As such a function, we choose the distance from the current 

point to the geometric center of the repeller sources .O  
Then the functional (19), taking into account the expression (20) 

takes the form: 
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After calculating the partial derivatives of the function (21), using 
the coordinates (xl, yl), we find the stationery point Al: 
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(22) 

 
Index 1 in the expression (22) means the first iteration of finding the 

stationery point. 

59SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS_____________________________________________



After calculating the second derivative of the expression (21), let us 
find the condition for local maximum in the form of  

 

 1/ 1 .K    (23) 
 

In case of fulfillment of the condition (23), according to the 
Sylvester’s criterion [35], we have the alternating signs of all the subminors 
of the corresponding Hessian matrix, starting with the negative one, which 
is easily established due to the diagonal form of this matrix. This indicates 
that at the point (22) there is the local maximum of the function (21). 
Moreover, this maximum is global, because this function has no other 

stationery points besides (22). That is why    * *
1 0l lG A G A . Points Al1 

are the coordinates of the suboptimal trajectory of the first iteration.  
If we now consider the trajectory of the first iteration as the original 

trajectory, and apply the transformations described above, then we obtain 
the expression: 
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Points Al2 are the coordinates of the suboptimal trajectory of the 
second iteration. 

By carrying out further calculations using the method of 
mathematical induction we obtain the following expression: 
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 (25) 

 

By simplifying the last expression, we obtain: 
 

 0 ,u
lu lA O A O s     (26) 

 

1
.

1 (K 1)
s

 

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 (27) 

 

Under the condition (24) the expression (27) is greater than one, 
therefore, with an increase in the iteration number, the coordinates Alu 

becomes more distant from the geometric center of the sources .O  
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We show that as the iteration number u increases, the first term of 
the criterion (21) monotonically increases. Let us consider the first term of 
the criterion (21) as the function of parameter b=su. By substituting the 
expression (26) to the first term (21) we obtain: 
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By differentiating (28) we obtain: 
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According to (29), the function (28) reaches the minimum at the 

point b=0 and monotonically increases as b increases. Moreover, as the 
iteration number increases, the probability qs(Tr) in (19) should also 
increase, since the increase of  means distancing the path points from 

the sources. In this regard, we consider the asymptotic behavior of the 
function qs(Tr). 

Note, that the coordinates of all points Alu, i=1,2,N-1, in accordance 
with (26) and when u are infinitely increasing, so all the segments of 
the trajectory Alu, except the first and the last one, are asymptotically 
leaving the scope of repeller sources. This corresponds to the fact that in the 
sum (16) for each source it is necessary to take only the first and last terms. 

We consider these terms at the iteration u, and then move on to the 
corresponding limits for u. For the first term we obtain: 
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Taking into account the latter expressions and the properties of the 
function (18) erf()=1, we obtain: 
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Similarly, for the last term of the sum (16) we calculate: 
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Then the limit value of the probability qs,lim is determined by the 
expression: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
,lim ,lim

11

exp ( ) .
K K

k k k k
S S I II

kk

q q I I


 
    

 
  (32) 

62 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



Figure 6 shows the geometric constructions, basing on which the 
expressions and the passages to the limits were obtained in (30) and (31). 
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k
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

KX

0
2X

2to X 

(k)
2,0d

1A A

KX

Fig. 6. Geometric constructions to the determination of values (30, 31) 
 

Thus, the procedure (26) allows us to build up from the initial 
trajectory Al0 optimally by the criterion (21). That allows solving the 
problem of the path finding that insures the given probability of passing 
undetected by the sources and has minimum difference from the initially 
planned path. In this case, the robot trajectory belongs to the piecewise-
linear linear class, and the movement velocity is assumed to be constant.  

5.2. Problem of accounting for repeller sources on trafficability 
maps. The characteristic probability function for sources enables to account 
the repeller sources on trafficability maps, for example, during the path 
planning that uses procedures that divide space into cells [36-39]. To 
perform this it is necessary to endow each ith cell of the map with a certain 
weight ci that reflects the probability of passing this cell by an object that 
moves in the source’s field. The invariance of the weights ci relative to the 
movement trajectory is a necessary condition.  

Let us assume that in some area UR2 there are K repeller sources 
and the obstacles. Depending on the locations of the obstacles, for each area 

of cell U there are given weights (1) , 1,2,..,iс i N that characterize the 

geometric passability, and N is the number of all cells. We assume that any 
robot’s trajectory Tr completely belongs to the area U. 

Let us consider the weight (2) , 1,2,..,iс i N that reflects the 

probability of the robot’s detection in this cell. Then we can consider the 
total weight in the form of: 
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(1) (1) (2)
max (1 ) , 1,2,.., ,i i iс с с с i N       (33) 

 

where (1)
maxс  is the maximum allowable value of partial weight (1)

iс ;  is the 

weight fraction of the first type in the total weight ci. 

In order to make weights (2)
iс  invariant to the trajectory, let us make 

the following assumption. We assume that the robot passes through each 
cell during the same time Te. This assumption is valid at a constant velocity 
ve and the same cell sizes Lin. Then Te is determined by the expression: 

 
.e in eT L v  (34) 

 
Assuming the characteristic size of the cell Lin sufficiently small 

compared to the distance from the sources to the path, we can replace the 
distance from the source to the path point by the distance from the source to 
the center of the cell, i.e.: 

 
( ) ( ) ,k k
i id O O  (35) 

 
where Oi is the center of the ith cell.  

Under the made assumptions, the probability of passing the ith cell 
without detection takes the form: 

 

 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

1

exp exp ( / ) / .
K sk k k r k k

i e i m i m
k

q T d d


         (36) 

 

Then we choose the weight (2)
iс  of each cell so that it decreases with 

increasing probability (36), i.e.: 
 

 2 /2 exp ( / ) /
(2)

2( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

11 1 .
a v d d

i i

K sk k k kk r
e m mi i

kс q e

 
      
  


     

(37) 

 
Since the optimization algorithms build the trajectory that passes 

through the cells with minimum total weight, then the proposed method of 
forming weights takes into account both the geometric passability of the 
cells and the probability of detecting a robot in this cell.  

Figure 7 gives a geometric explanation of the search for the optimal 
path using search procedures, for example, D*. 
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Fig. 7. Geometric explanations of the search for the optimal path in the environment 

with obstacles and repeller sources  
 
Figure 7 shows the cells passed by the robot. For these cell the 

internal numeration i=n(iAD) is introduced. It also shows four sources and 

their characteristics ( ) ( ),k k
i id  that determine the influence on the robot in 

this cell. Red squares indicate the obstacles impassable for the object. 
Thus, the correct estimation of the “average” probability of passing 

each partition cell by a moving object under the conditions of counteraction 
sources when solving the problems of path planning by the methods of the 
D* family of algorithms makes it possible to take into account the influence 
of these sources in the respective patency maps. Therewith, it is required to 
bring correctly to the same weight the two partial weights of each cell using 

a reasonable choice of parameters (1)
max, с  in the expression (33). 

6. Example of identifying the parameters of the characteristic 
probability function. Let us consider an example of determining the 
parameters of the characteristic probability function (CPF) for the Abrams 
tank, which has the following specifications: the M256 directing gun; the 
rate of fire is  = 8 rounds per minute, effective firing range: 2500-3000 m. 
The average effective firing range is D0=2750 m.  

Let the “effective damage” mean damage with a probability from the 
range of 0.9p0.95. Then the respective probability range for non-defeat is 
q2=0.05qq1=0.1. The average probability of non-defeat is: 

 

 1 2 / 2 0,075.q q q    (38) 
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In this case, the effective frequency of the source is its rate of fire: 
==8 rounds per minute. 

We need to find the CPF in the form of (4) that does not depend on 
the azimuth angle. 

First, let us consider the case when we take into account the require-
ment of the CPF at the distance D0 to the object moving over time T=T0=1 mi-
nute giving the value of the average probability of damaging from (38): 

 

0 0 0( , 1) 0,075.Sq D T T q     (39) 
 

Then the characteristic parameter of the effective range of the source 
dm in terms of CPF, basing on (4) and (39), will be equal to:  

 

 1
0 0/ ln 1/ ln 2590 .тd D q m     (40) 

 

The dependence q0S(d,T0) is represented by the solid line in Figure 8.  
Now let us consider the case when, in addition to the condition (39), it 

is necessary to ensure the given probability value in case of some distance 
D02< D0. For example, let D02 be the lower limit for the effective damage, 
and it is required to fulfill the condition:  

 

20 20 0( , ) 0,05.S T qDq    (41) 
 

Then, for the generality and accuracy of the CPF’s approximation, we 
will consider the exponent 2p in the equation (4) as a real positive number.  

If the frequency  is fixed, then the conditions (39) and (41) generate 
two equations with respect to the parameters dm and 2p: 

 

 
 

2
0

2
2 02

exp exp ( / ) ,

exp exp ( / ) .

p
т

p
т

q T D d

q T D d

      


      

 (42) 

 

By introducing the new variables: 
 

 22
0 02 0x exp ( / ) , / ,

pp
тD d y D D      (43) 

 

it is possible to rewrite the system (42) in the form of 
 

 
 2

exp ,

exp .y

q T x

q T x

   


  
 (44) 
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By solving the obtained system with respect to x,y and then returning 
to the variables dm and 2p, we obtain: 

 

   
1/2

1
0 / ln , 0,5log log ,

p

т Ad D A p B


   

   1 1
2ln / , ln / .A q T B q T

      
(45) 

 
When we make calculations (4) using the equations for the distance dm 

and exponent 2p according to (45) and taking into account Т=Т0=1min., 
= 8 rounds per minute, we obtain dm=2531 m, 2p=1.449. The dependence 
of CPF is shown in Fig. 8 with the dash-dotted line. 

If we reduce the probability value q2, for example, to the level of 
q2=0,03, then the corresponding calculation by formulas (4) and (45) will 
result in: dm=2651 m, 2p=3,282. The respective CPF dependence is shown 
in Figure 8 with the dashed line.  

 

 
 

Fig. 8. Approximation dependences of the characteristic probability functions for the 
Abrams tank 

 

The obtained results show the possibility to approximate the 
effective adjustment of the parameters of characteristic probabilistic 
functions to the already known or obtained data on the specifications that 
determine the probabilistic properties of this weapon. A similar technique 
for identifying the CPF parameters is also valid for other types of sources. 
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7. Numerical simulation results. During the simulation, the 
iterative procedure (26) has been investigated. The goal is to construct a 
trajectory that provides a given probability qg and which deviates least from 
the original path. The problem of obtaining the highest possible probability 
of passing under fixed boundary conditions has also been studied. 

In the simulation the criterion for robot stopping is the fulfillment of 
one of three conditions: 1) the passing probability qg is reached; 2) the 
difference in the passing probabilities between the adjacent iterations is less 
than a given value kr; 3) the maximum deviation of the average distance 
between the original and current trajectories Trmax is reached. 

The total number of points of the piecewise-linear trajectory for all 
numerical experiments is N=5. 

Figure 9 and Figure 10 present the simulation results for the 
following initial data (experiment “A”). Coordinates of the sources’ 
centers: O(1)=[2; 8]m, O(2)=[4; 4]m, O(3)=[8; 9]m, O(4)=[10; 5]m. 
Effective radiuses of the sources: dm= [2.5; 3.75; 3.75; 2.5]m. 
Characteristic frequencies of the sources =[10; 10; 10; 10] 1/sec. 
Stopping parameters at k=(K+1)=0.05: qg=0.9, kr=0, Trmax=50m. 
Average velocity of passing the path v=10 m/sec. 

 

 
Fig. 9. Movement trajectories for the simulation of the experiment “A” 
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Fig. 10. The probability of passing in the simulation of the experiment “A” 

 

The initial trajectory is marked in blue; the trajectories of the following 
iterations are marked in green. The probability of passing the initial iteration 
is q0=0.2554. The probability of passing the trajectory in the last iteration is 
q=0.8567< qg; The maximum possible probability is qlim=0.8588. Since qlim< 
qg, the given probability of passing cannot be reached.  

Now let us investigate the influence of the characteristic frequencies 
of the sources (k). To do this let’s carry out the experiment “B”, the 
conditions of which differ from experiment “A” by the values of the vector 
=[5; 5; 5; 5]1/sec. The probability of passing each elementary section of 
the trajectory should be higher than in case of the sources in the experiment 
“A”. The simulation results are shown in Figure 11 and Figure 12.  

In case of the experiment “B” the limit value of probability is 
increased in comparison with the experiment “A” qlim=0.9267. The given 
probability of passing the path undetected was reached in 12 iterations 
q=0.902>qg. The probability of passing the initial trajectory is q0= 0.505. 

Now let us consider the case when the initial trajectory crosses 
the effective circle of at least one source. The conditions for the 
experiment “C” are the following. Coordinates of the sources’ centers: 
O(1)=[-1; 4]m, O(2)=[4; 4]m, O(3)=[8; -2]m, O(4)=[10; 5]m, O(5)=[-2; -
1]m, O(6)=[2; -6]m. Effective radiuses of the sources: dm= [2.5; 3.75; 
6.25; 2.5; 5; 3.75]m. Characteristic frequencies of the sources =[5; 5; 5; 
5; 5; 5]1/sec. Stopping parameters at k=0.15: qg=0.9, kr=0.0001, 
Trmax=50m. Average velocity of passing the trajectory v=10 m/sec. 
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Fig. 11. Movement trajectories for the simulation of the experiment “B” 

 

 
Fig. 12. The probability of passing in the simulation of the experiment “B” 
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The results are shown in Figure 13 and Figure 14. The probability of 
passing q=0.9>qg is reached in 14 iterations. The probability of passing the 
initial path is q0=1.610-4. The maximum possible probability is qlim= 0.987. 

 

 
Рис. 13. Movement trajectories for the simulation of the experiment “C” 

 

 
Fig. 14. The probability of passing in the simulation of the experiment “C” 
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In case of increasing the iteration number the monotonic increase of 
the passing probability is observed in all simulation results. This confirms 
the previously expressed qualitative consideration on the correlation of 
functionals (13) and (21). Moreover, a monotonic increase in these 
examples is observed near repeller sources, i.e. monotony is not only in the 
limit with sufficiently large numbers of iterations but also for small b. 

However, in the general case, the behavior of the probability 
function of the passing from the iteration number near the sources may not 
be monotonic.  

The comparison of the simulation results for cases “A” – “C” implies 
a significant influence of the initial trajectory on the behavior of the 
probability function qs(b). In particular, in Figure 13 and Figure 14 we can 
see that when the trajectory goes beyond the effective radiuses of the 
sources; a sharp increase in the function qs(b) is observed.  

7. Conclusion. This article presents the probabilistic description of 
the detection of the moving objects in circular-symmetrical fields and non-
symmetrical fields of the contiguous type sources and sources with finite 
scope. The concept of characteristic probability function of the source is 
introduced; this allow us to calculate the probability of successful passing of 
a random trajectory in the given source field. The opportunity of using the 
characteristic probability function for additional accounting of repeller 
sources on the trafficability maps for further optimization of the trajectory 
using the special algorithms is shown.  

An iterative procedure has been developed that enables to find a 
piecewise-linear trajectory for which the probability of passing takes a 
given value, with restrictions on the allowable deviation from the original 
trajectory. When the boundary points of the trajectory are fixed, an 
analytical limit is found to which the function of the characteristic 
probability of passage tends with an unlimited increase in the iteration 
number. This limit can be used both for direct assessment of the upper 
boundary of the achievable probability of passing and for synthesis of the 
method of trajectory optimization with the moving endpoints.  

The procedure developed in this article is much simpler in software 
implementation compared to more accurate methods for finding the 
optimum associated with the problem of solving systems of nonlinear 
equations and finding all their roots.  
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ОПТИМИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ МОБИЛЬНОГО РОБОТА НА 
ПЛОСКОСТИ В ПОЛЕ КОНЕЧНОГО ЧИСЛА ИСТОЧНИКОВ-

РЕПЕЛЛЕРОВ 
 
Костюков В.А., Медведев М.Ю., В.Х. Пшихопов Оптимизация движения мобильного 
робота на плоскости в поле конечного числа источников-репеллеров. 

Аннотация. Рассматривается задача планирования движения мобильного робота в 
конфликтной среде, которая характеризуется наличием областей, препятствующих 
выполнению роботом поставленных задач. Дается обзор основных результатов 
планирования пути в конфликтных средах. Отдельное внимание уделяется подходам, 
основывающимся на функциях рисков и вероятностных методах. Рассматриваются 
конфликтные области, которые формируются точечными источниками, генерирующими 
в общем случае несимметричные поля непрерывного типа. Предлагается вероятностное 
описание таких полей, примерами которых являются вероятность обнаружения или 
поражения мобильного робота. В качестве характеристики поля вводится понятие 
характерной вероятности функции источника, которая позволяет оптимизировать 
движение робота в конфликтной среде. Показана связь характерной вероятности 
функции источника и функции риска, которая может быть использована для постановки 
и решения упрощенных оптимизационных задач. Разрабатывается алгоритм 
планирования пути мобильного робота, обеспечивающий заданную вероятность 
прохождения конфликтной среды. Получена верхняя оценка вероятности прохождения 
заданной среды при фиксированных граничных условиях. Предложена процедура 
оптимизации пути робота в конфликтной среде, которая характеризуется более высокой 
вычислительной эффективностью, достигаемой за счет ухода от поиска точного 
оптимального решения к субоптимальному. Предложенные алгоритмы реализованы в 
виде программного обеспечения симулятора группы наземных роботов и исследуются 
методами численного моделирования. 

Ключевые слова: планирование пути, конфликтная среда, характерная 
вероятностная функция, оптимизация движения. 
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А.А. МАЛЫШЕВ, Е.В. БУРГОВ 
К ВОПРОСУ О ПАРАМЕТРАХ БИОИНСПИРИРОВАННЫХ 

МОДЕЛЕЙ ПОВЕДЕНИЯ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ 
ГРУППОВОЙ ФУРАЖИРОВКИ 

 
Малышев А.А., Бургов Е.В. К вопросу о параметрах биоинспирированных моделей 
поведения при моделировании групповой фуражировки. 

Аннотация. Применение биоинспирированных моделей и методов является одним из 
подходов к решению задач групповой робототехники. Рассматривается одна из таких 
задач – моделирование фуражировки – и ее решение путем создания аналогов социальных 
структур муравьев и моделей кормового поведения. Показаны существенные для данной 
задачи характеристики семей муравьев – численность особей в социуме и его структура, 
скорость движения рабочих, дистанция взаимодействия индивидов и площадь 
территории. Кроме того, оценен имеющийся экспериментальный базис – группа роботов 
и полигон, – использующийся в качестве аппаратной платформы для экспериментов. 
Рассмотрено несколько моделей кормового поведения – без дифференциации функций 
фуражиров и с разделением последних на активных и пассивных. Активные фуражиры 
самостоятельно ищут источники ресурсов, а затем вовлекают в процесс добычи 
пассивных фуражиров; пассивные, пока не вовлечены в добычу, находятся на базе.  

Поведение агентов описано набором конечных автоматов: базовые автоматы 
реализуют базовые поведенческие функции, мета-автомат описывает поведение на основе 
базовых автоматов. На экспериментальном базисе были отработаны базовые движения, 
заданные в автоматной логике. Комплексное тестирование моделей проводилось в среде 
моделирования Kvorum, где был создан аналог реального полигона. Моделирование 
представляло собой серию экспериментов для каждой модели, в которой агенты должны 
были собирать ресурсы. Серии отличались численностью агентов. Для оценки качества 
моделей использовалось отношение полученной энергии к среднему времени ее добычи. 
Эксперименты показали, что модель с дифференциацией функций работает эффективнее. 

Ключевые слова: групповая робототехника, биоинспирированный подход, модели 
поведения, муравьи, фуражировка, сбор ресурсов. 

 
1. Введение. Одним из подходов к решению задач групповой 

робототехники является применение биоинспирированных моделей и 
методов [1]. Биоинспирированные роботы (bioinspired robots) – роботы, 
которые своей морфологией, актуаторами, системой управления, 
электроникой и другими характеристиками имеют сходство с живыми 
организмами [2]. При этом модельными объектами выступают 
общественные насекомые – пчелы, термиты, муравьи.  

Биоинспирированный подход включает в себя три основных 
направления. Первое связано с созданием технических аналогов 
морфологических структур животных. Второе сосредоточено на вопросах 
социальной организации групп роботов и разработке соответствующих 
моделей поведения [1]. Третье – традиционное – направлено на создание 
методов поисковой оптимизации, основанных на наблюдении за 
животными: муравьиный алгоритм (Ant Colony Optimization [3]), алгоритм 
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пчелиной колонии (Bees algorithm [4]), алгоритм светлячка (firefly 
algorithm [5]) и другие. В различных проектах воссоздаются отдельные 
природные механизмы: поиск цели в закрытом неисследованном 
помещении (алгоритм летучей мыши [6]); создание искусственных 
сооружений [7]; организация коммуникации роботов (посредством 
светового следа на LCD-экране [8], используя этанол [9]). 

Вместе с тем, проводя такие аналогии, авторы нередко опускают 
существенные детали, играющие важную роль в поведении животных, 
и делают допущения, которые могут быть подвергнуты серьезной 
критике. Так, например, есть представление о существенной для 
муравьев роли химической коммуникации. Для некоторых видов это 
действительно так [10], но у немалого числа видов доминируют иные 
коммуникационные системы [11]. 

Далее будет рассмотрена одна из классических задач групповой 
робототехники – фуражировка, для решения которой используется 
биоинспирированный подход, в связи с чем особое внимание уделяется 
биологической системе, лежащей в основе решения: будут довольно 
подробно рассмотрены ее характеристики, механизмы, принципы 
функционирования. После изучения биологической основы задачи 
будут предложены модели, имеющие в основе реальные биологические 
процессы. Таким образом в рамках работы должна быть решена 
конкретная прикладная задача – фуражировка. Под фуражировкой 
понимается поиск и сбор ресурсов группой роботов с последующей 
доставкой в место сбора ресурсов – на базу. Работа в первую очередь 
нацелена на выделение существенных параметров биологической 
системы, их формализацию, создание модели поведения, основанной на 
этих параметрах, а не на полноценном, максимально подробном 
воспроизведении поведения объекта моделирования. 

Структура работы: сначала будет уточнена область рассмотрения 
решаемой задачи; затем рассмотрена фуражировка в биологической 
системе – семье муравьев; после чего имеющаяся группа роботов будет 
охарактеризована с точки зрения применения в качестве аппаратной 
платформы для экспериментов; описаны несколько моделей поведения; 
наконец, рассмотрены результаты экспериментов – моделирования в 
среде Kvorum. 

2. Фуражировка. Фуражировка рассматривается в рамках более 
крупной задачи – поддержание энергетической автономности группы 
роботов, что определяет взаимодействующие объекты и их отношения. 
Основные объекты для моделирования фуражировки:  

– группа роботов; 
– база – место основного информационного обмена, 

переработки ресурсов; 
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– полигон – территория, на которой функционирует группа;  
– источники ресурсов – места концентрации ресурсов;  
– ресурсы – собираемые объекты. 
Фуражировка включает в себя такие задачи, как нахождение, сбор, 

выгрузка ресурсов, определение местоположения базы, информирование 
членов группы об обнаруженных источниках ресурсов, и выполняется на 
ограниченной территории группой агентов (роботов). Важную роль 
играет база – область, куда роботы привозят собранные ресурсы, где они 
делятся информацией о местоположении источников, мобилизуют 
других роботов для сбора. Эти и другие задачи фуражировки требуют 
конкретных технических решений. Обратимся к биологической системе 
и рассмотрим, как в ней решается задача групповой фуражировки. В 
качестве модельного объекта выбраны муравьи как насекомые, успешно 
решающие эту задачу.  

Создание биоинспирированной модели поведения стоит 
начинать с изучения ее биологической основы. Далее подробно 
рассмотрим те аспекты жизни муравьев, которые могут 
непосредственно касаться фуражировки. 

3. Муравьи как модельный объект в групповой 
робототехнике. Муравьи – уникальный модельный объект, изучение 
которого может способствовать решению различных задач групповой 
робототехники. Для них характерно достижение высшего уровня 
сложности социальных структур в мире насекомых, они эффективно 
решают такие задачи, как: 

– разведка, контроль, использование и охрана территории;  
– добыча и обработка ресурсов, их распределение внутри 

группы;  
– создание инфраструктуры с различными элементами (дороги, 

тоннели, вспомогательные гнезда), которые способствуют 
эффективному использованию кормового участка. 

Таким образом, муравьи являются перспективным объектом 
исследования в области групповой робототехники в рамках 
биоинспирированного подхода. В настоящей работе рассматриваются 
возможности моделирования аналогов ряда внутрисемейных структуры 
и элементов инфраструктуры, связанных с организацией фуражировки. 

3.1. Модельный объект и его характеристики. В качестве 
модельного объекта взяты муравьи рода Formica, так как они 
отличаются способностью к формированию поселений разного 
масштаба и сложности [12], способны эффективно использовать 
большие территории, уменьшать активность и численность на них 
других муравьев [13]. Размеры рабочих Formica варьируются: 0,45-0,75 
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см – Formica exsecta, 0,4-0,7 cм – F. cunicularia, 0,45-0,95 cм – F. 
Pratensis [14]. В недавнем эксперименте [15] были получены значения 
скорости движения для этих видов муравьев. При движении по мостику 
шириной 0,4 см средние значения составили: 3 см/с у Formica exsecta; 
3,6 см/с у F. cunicularia; 4,5 см/с у F. pratensis. Усредненные значения, 
соответственно, составляют 0,62 см для размера тела и 3,7 см/c для 
скорости. Дальнейшие расчеты производятся на основе этих значений. 

3.2. Ориентация и коммуникация. Нередко исследователи 
обращаются к муравьиному алгоритму [16]. В его основе лежит 
принцип непрямого взаимодействия между особями посредством 
изменения окружающей среды (стигмергии) [3], а конкретнее – 
использование некоторыми видами муравьев химического 
следа (феромонов) для формирования дорог и мобилизации [10]. 
Фуражиры муравьев таких родов, как Lasius и Solenopsis, на обратном 
пути в гнездо после обнаружения пищи оставляют пахучие метки. Со 
временем из-за интенсивного использования маршрута количество 
химических меток увеличивается, и таким образом маршрут со 
временем становится все более привлекательным для муравьев. 

Часто этот механизм полагается основным в процессе 
самоорганизации сообществ насекомых. Но его изолированное 
использование практически невозможно как в случае описания 
функционирования семей муравьев, так и при моделировании. Не все 
муравьи широко используют феромонный след, но даже и при его 
использовании должна осуществляться разведка, во время которой 
особи должны ориентироваться в пространстве. При использовании 
аналогичного химическому следу механизма для оптимизации поиска 
группой роботов возникают сложности первичного освоения 
территории – на местности отсутствует «разметка».  

Различные исследования показывают, что муравьи при 
организации совместных действий одновременно используют разные 
механизмы коммуникации и ориентации в комплексе. Так, например, 
муравьи-рабовладельцы Polyergus, когда совершают рейды, 
ориентируются по наземным объектам, используют поляризацию света и 
химический след [17]. Этот и другие примеры говорят о необходимости 
при проектировании группы роботов использовать целый комплекс 
механизмов, дублирующих и дополняющих друг друга. 

У муравьев есть ряд способов передачи информации друг другу: 
тактильный код, кинопсис («язык поз»), химический след, звуковые 
сигналы («стрекотание») [18]. Для муравьев Formica особенно важны 
первые два механизма, поэтому необходимо моделировать системы 
ближней (информационной) связи и дальней (сигнальной). Передача 
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информации у муравьев с использованием тактильного кода 
происходит при непосредственном контакте особей. Коммуникация 
посредством «языка поз» осуществляется на дистанции до 20 см (около 
32 длин тела особи). Оценка последней дистанции приблизительная и 
требует дополнительных исследований. 

3.3. Численность особей и структура семьи. Количество 
индивидов в социуме и его структура являются важными 
характеристиками для моделирования. Социум муравьев по своему 
устройству и происхождению является семьей. Описано три уровня 
внутрисемейных структур муравьев: клан, колонна и плеяда. Первый 
уровень – клан – объединение рабочих, основанное на индивидуальном 
взаимодействии, которое имеет иерархическую структуру. Колонна – 
координационная система, включающая несколько кланов рабочих. 
Плеяда – система, состоящая из нескольких колонн [19]. Для начала 
достаточно смоделировать первую внутрисемейную структуру – клан. 
В семье численность особей варьирует в зависимости от состояния и 
жизненной стадии группы, ее вида; в семье-клане – от нескольких 
десятков до нескольких сотен особей [13]. В рамках настоящей работы 
численность модельной семьи полагается равной 150-300 рабочих – 
часто семьи такой численности использовались в лабораторных и 
полевых экспериментах [11, 18, 20]. 

Рабочие особи в семьях муравьев выполняют разнообразные 
функции: забота о самке, потомстве, добыча пищи, строительство и 
ремонт гнезда. Фуражирами называют особей, занимающихся добычей 
пищи. Их численность составляет около 10-15% от населения 
муравейника [13]. То есть в семье-клане из 150-300 особей – около 15-
45 фуражиров. Кроме того, среди фуражиров происходит 
дополнительное функциональное разделение. Две основные группы 
фуражиров: активные (самостоятельно ищут пищу) и 
пассивные (добывают пищу после активации – взаимодействия с 
активным фуражиром) [21].  

3.4. Стадии фуражировки у муравьев. В работе 
Е.Б. Федосеевой [11] выделяются следующие стадии фуражировки: 

1. Разведка – разрозненное обследование кормового участка 
немногими фуражирами. 

2. Активация – процедура стимуляции разведчиками 
внутригнездовых особей. 

3. Наведение – массовый выход рабочих из гнезда к найденному 
источнику ресурсов. 

4. Транспортировка – перемещение пищи в гнездо. 
5. Насыщение – снижение фуражировочной активности. 
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3.5. Оценка размера территории модельной семьи муравьев. 
При общем вторичном делении территории у многих Formica кормовой 
участок семьи разделяется на индивидуальные поисковые 
участки (ИПУ). ИПУ – фрагмент, обследуемый и используемый одним 
фуражиром [13]. Оценить размеры ИПУ сложно, так как они зависят от 
количества ресурсов на территории, особенностей микрорельефа и так 
далее. Поэтому для приблизительной оценки площади, необходимой 
для постановки содержательных экспериментов, рассмотрим семьи 
муравьев, которые содержатся в лабораторных условиях. 

Практика показывает, что для длительного содержания в 
лабораторных условиях семей Formica численностью до 500 рабочих 
достаточно двух арен размерами 80х40 см каждая. Оценки эти грубые, 
однако их достаточно для моделирования на качественном уровне – 
проверки, насколько действенны описываемые механизмы в 
технической системе.  

Таким образом, основные характеристики, связанные с 
моделированием фуражировки в группе агентов по аналогии с семьей 
муравьев, следующие: 

– основным объединяющим группу элементом инфраструктуры 
является гнездо; 

– численность фуражиров в модельной группе составляет 15-45 
особей; 

– у муравьев комбинируются различные механизмы 
ориентации и коммуникации; 

– для модельных видов муравьев основные способы обмена 
информацией – тактильный код и кинопсис («язык поз»);  

– для модельных видов муравьев усредненные значения 
линейных размеров и скорости составляют 0,62 см и 3,7 см/c 
соответственно; 

– минимальная оценочная площадь территории для модельной 
группы муравьев составляет 0.64 м2. 

Выделенные аспекты используем в последующих разделах при 
сопоставлении модельной семьи и группы роботов, описания моделей 
поведения и моделирования. 

4. Экспериментальная база. Экспериментальной базой для 
исследования является группа роботов и испытательный полигон 
лаборатории робототехники Курчатовского Института. 

Для модельной семьи муравьев оценим несколько параметров: 
численность, дистанцию коммуникации индивидов и размер кормового 
участка. По этим параметрам сопоставим модельное сообщество 
муравьев с группой роботов. 
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4.1. Характеристика модельной семьи муравьев. Согласно 
оценке из предыдущего раздела семье муравьев из 500 особей достаточно 
территории с суммарной площадью Sку = 6400 см2. Введем понятие 
единичной площади S` – площадь, занимаемая одним объектом. Для 
муравьев модельных видов: S`м = 0.622 = 0,3844 см2. В семье муравьев в 
среднем 13% фуражиров, для группы из 500 особей, их количество 
составит 65. Выразив площадь кормового участка муравьёв через 
единичную площадь индивида Sку = 6400/ 0,3844 ≈ 16830 единичных 
площадей, получим, что на одного фуражира приходится s ≈ 260 ед. 
площади кормового участка.  

В качестве единицы измерения перемещения индивидов 
используем относительную скорость – расстояние, выраженное в 
линейных размерах объекта L, преодолеваемое им за одну секунду. Для 
муравья она составляет примерно 6 L/с. 

Форма кормового участка у муравьев определяется видовыми 
качествами и условиями окружающей среды.  

4.2. Характеристика группы роботов НИЦ «Курчатовский 
Институт». Экспериментальная база – гетерогенная группировка 
мобильных минироботов (рисунок 1). 
 

 
Рис. 1. Группа роботов YARP-2 и Dr.YARP 

 

Численность. Группа состоит из 14 роботов: 10 роботов 
YARP - 2 и 4 роботов Dr.YARP. 

Сенсорика. На YARP-2 сенсорная система представлена пятью 
ИК-дальномерами дальностью до 80 см. Dr. YARP оснащен 
четырьмя УЗД датчиками, пятью ИК-дальномерами дальностью до 
80 см и камерой. 

Коммуникация. Роботы оснащены системой локальной 
связи (маяком). Маяк – программно-аппаратный комплекс для передачи 
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данных в ИК-диапазоне. Передаваться могут как команды из 
ограниченного набора (сигнальная связь, передача 3 битовой команды 
на расстояние до 270 см), так и информация (информационная связь, 
передача 12 бит информации на расстояние до 100-150 см). 

Линейные размеры, скорость. Размеры (ДхШхВ, см): YARP-2 – 
21х21х23, Dr.YARP – 40х30х25. Скорость, cм/с: YARP-2 – до 10, 
Dr.YARP – до 20. Относительная скорость обоих видов роботов 
составляет примерно 0,5 L/с. 

4.3. Расчет площади, необходимой для моделирования 
фуражировки в группе роботов. Размер территории группы роботов 
рассчитывается по формуле (1): 
 

ку jS s* S` ,   (1) 
 

где s – константа, площадь кормового участка (в ед. площади одного 
индивида), приходящаяся на одного индивида; S` – площадь, 
занимаемая одним индивидом.  

Таким образом, общая площадь фуражировки группы роботов: 
Sку = s*(10* S`yarp2 + 4* S`dryarp) = 260 * (10*441 + 4*1200) = 2394600 см2

≈ 240 м2. 
На оценку размера территории группы может существенно 

влиять скорость перемещения особей. Как показано ранее, для 
модельных видов муравьев она порядка 6 L/с, в то время как для 
робота – около 0,5 L/с. Так как скорости отличаются на порядок, 
сделаем предположение, что размер полигона может так же отличаться, 
самое больше – на порядок, то есть иметь площадь примерно 24 м2.  

Несмотря на привлекательность использования столь 
небольшого полигона, стоит учитывать, что муравьи значительно 
маневреннее роботов и могут использовать для перемещения не только 
горизонтальные, но и вертикальные поверхности. Поэтому хотя и 
можно говорить о допустимости использования полигона существенно 
меньше расчетного, при выборе его конечного размера стоит 
руководствоваться здравым смыслом – выбирать размер, достаточный 
для маневрирования роботов. 

4.4. Экспериментальный полигон. Полигон (рисунок 2) имеет 
размер 4,8х9,0 м (43,2 м2) с ограждением высотой 0.2 м. На его поверхность 
нанесена разметка – белые полосы с цветовой маркировкой на поворотах, 
соединяющие базу и поисковые участки. База – отделенная от «кормового 
участка» часть полигона, на которой располагается маяк (обеспечивает 
связь с роботами). Источники ресурсов – области полигона, оснащенные 
маяками, где располагаются ресурсы. Каждый маяк излучает сигнал о том, 
какой ресурс находится в этой области. 
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Рис. 2. Полигон с дорожной разметкой 

 
4.5. Сопоставление параметров модельной группы и 

экспериментального базиса. По обоснованным ранее характеристикам 
группа роботов близка к условной семье-клану муравьев Formica. 
Сравнение характеристик модельной семьи-клана муравьем Formica и 
группы роботов представлено в таблице 1. 
 

Таблица 1. Сравнение характеристик модельной семьи-клана муравьев 
Formica и группы роботов 

Параметр 
Модельная семья-клан 

муравьев Formica 

Модельная 
группа 
роботов 

Численность группы, ед. Общая Фуражиры 
14 

150-300 15-45 
Доля кормового участка на одного 
фуражира, ед 

260 ~ 47 

Территория модельной группы, м2 0,64 43,2 
Относительная скорость, L/с 6 0,5 
Макс. Дистанция локального 
взаимодействия (информационная 
обмен), ед. линейных размеров 

0 
(непосредственный 

тактильный контакт) 
4 

Макс. дистанция передачи коротких 
сигналов (сигнальная связь), 
дистанция / линейный размер объекта 

~ 32 13 
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5. Модель кормового поведения. Кормовое поведение 
способствует обеспечению группы необходимым количеством 
ресурсов. Далее будут рассмотрены несколько моделей поведения, 
различающихся степенью сходства с поведением реального объекта.  

Во всех моделях используются следующие основные объекты и 
элементы среды:  

– фуражир – индивид, занятый добычей пищи;  
– гнездо, базовая станция – место базирования роботов;  
– источники ресурсов – области добычи ресурсов; 
– ресурсы – собираемые объекты.  
В общем случае есть несколько видов ресурсов. 
Фуражировка – комплексная задача, проходящая в несколько 

этапов, соотносимых со стадиями фуражировки муравьев Myrmica 
rubra [9] – таблица 2. 

 

Таблица 2. Соответствие стадий фуражировки муравьев и этапов фуражировки 
в технической системе 

Стадии 
фуражировки 
Myrmica rubra

Фуражировка в 
технической 

системе
Назначение 

Разведка Поиск ресурсов 
Разрозненное обследование 
кормового участка активными 
фуражирами

Активация Информирование Стимуляция внутригнездовых 
особей

Наведение Добыча 
Массовый выход рабочих из 
гнезда к найденному источнику 
ресурсов

Транспортировка Транспортировка Перемещение ресурсов в гнездо

Насыщение Насыщение 
Снижение фуражировочной 
активности

 

5.1. Оценка эффективности поведения. Оценку 
эффективности модели можно выполнить на основе различных 
показателей. Согласно одной из классических формулировок теории 
оптимального фуражирования – модели оптимального 
питания (optimal diet model) – оценка полезности добычи (P) основана 
на количестве обеспечиваемой жертвой энергии (E) и времени (tE), 
затраченном на получение энергии – (2).  

 

EP E / t .  (2) 
 

В работе в качестве оценки эффективности моделей 
рассматривается самая простая формулировка этой теории, при которой 
полезность ограничивается только временем добычи. В качестве 
«хищника» выступает вся семья. Такое предположение делается исходя 
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из того факта, что самостоятельно муравей вне семьи существовать 
продолжительное время не может, а основное место обмена пищи – 
гнездо. Дополнительным ограничением является то, что для получения 
энергии E требуется несколько ресурсов, то есть не имея хотя бы одного 
из них, энергия не производится. Учитывая все вышесказанное, оценка 
эффективности моделей выполняется по формуле (3): 

 

1 n EP=E R ,…R )/t( ,  (3) 
 

где 1 nR ,…R  – добываемые ресурсы; Et  – среднее время добычи одной 
единицы энергии. 

5.2. Базовая модель. Для начала рассмотрим модель, 
учитывающую только потребность в ресурсах. Введем обозначения: 

 BehaviorAi = (ResNeedAi, FAi) – модель поведения агента Ai; 
 A = {A1, A2, …, Am} – группа индивидов; 
 Ai = (Goal, Hunger, ResNeed) – некоторый индивид; 
 B = {ResNeed} – база; 
 Goal ∈ ℝ – искомый ресурс (ресурсы пронумерованы); 
 Hunger ∈ [0; 1] ∈ℝ – показатель голода: 0 – не голоден, 1 – 

очень голоден; 
 ResNeed = {Res1, Res2, … , Resn}, Resj ∈  [0; 1] ∈ℝ – 

потребность базы в ресурсах; 
 F = {F1, F2, …, Fq} – набор базовых воздействий агента на 

внешнюю среду. Воздействие является фиксированной 
последовательностью действий, сформированных на аппаратном уровне;  

 n – количество видов ресурсов; 
 m – количество агентов в группе; 
 ResNeedAi – хранимая индивидом Ai информация о 

потребностях базы; 
 ResNeedBi – актуальная информация о потребностях базы. 
База, являясь моделью гнезда и внутригнездовых особей 

одновременно (по крайней мере, частично), определяет потребность 
группы в ресурсах, а значит, является источником актуального уровня 
потребностей. Конечно, к семье муравьев понятие «потребность 
гнезда» практически не применимо. Но в рамках модели необходимо 
ввести понятие «потребность базы» как обобщение всех сложных 
процессов и взаимодействий, возникающих в семье муравьев и 
определяющих индивидуальные потребности особей. Как следствие, 
под потребностью индивида будем понимать локально хранимую 
потребность базы, обновляемую во время пребывания на 
ней (ResNeedAi ← ResNeedBi, когда агент находится на базе). 

Так как агенты могут оперировать только качественным 
представлением о недостатке ресурсов (им неизвестно сколько нужно 
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принести), ResNeed целесообразно представить в виде 
нормированного вектора: 

 

ResNeed = {Resj = Fres(t), ∑j Resj = 1}. 
 

Зависимость от времени подчёркивает, что потребность меняется 
со временем. Fres(t) может быть любой. Зададим ее видом (4): 

 

,
,

,

,

,
(t) ,

0,

j norm j
j j norm

j normres

j j norm

N N
N N

NF

N N




 
 

 (4) 

 

где jN  – количество j-го ресурса в гнезде; ,j normN – количество j-го 

ресурса, достаточное для нормальной работы группе. 
 

Алгоритм процедуры фуражировки агента представлен на 
листинге 1. 

 

Алгоритм фуражировки FStep_basic(Ai, B) 
Если Ai.Hunger < starving: -- не голодает 
 Если SeeResource(Ai) то: -- агент видит ресурс 
  PickUpResouce -- собирать ресурс 
  ReturnToBase(Ai,B) -- вернуться на базу 
  UnloadRes(Ai) -- выгрузить ресурс 
  Charge(Ai) – заряжаться 
  Цикл пока не Signal(Ai, CollectResource) 
   Sleep(Ai) -- ждать 
  КЦикл 
 Иначе: 
  Если Ai.Goal.Curr = Ai.Goal.Prev то: -- агент ищет известный     
       ресурс 
   MoveToResource(Ai, Curr) -- двигаться к              
местоположению ресурса 
  Иначе: 
   SearchResource(Ai, Curr) -- искать ресурсы 
  КЕсли 
 КЕсли 
Иначе: 
 ReturnToBase(Ai, B) -- вернуться на базу 
 Charge(Ai,) -- заряжаться 
 Цикл пока не Signal(Ai, CollectResource) 
  Sleep(Ai) -- ждать 
 КЦикл 
КЕсли  
КПроцедура 

Листинг 1. Алгоритм процедуры фуражировки агента 
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Общий цикл работы группы заключается в вызове процедуры 
FStep_basic (Ai, B) для Ai∈{A1, A2, …, Am}, если он не разряжен. 

Так как на поиск ресурсов энергия затрачивается каждым 
роботом, такая модель не эффективна с точки зрения расхода энергии. 
Введем в модель статус (активный или пассивный фуражир), который 
позволит ограничить поиск несколькими особями, при этом сбор 
осуществляется всеми агентами. 

5.3. Модель со статусом агентов. Усложним модель, введя 
статус фуражиров (активный и пассивный) и связанные с ним 
процедуры обработки: 

 
Ai = (Goal, Hunger, ResNeed, State); 

State ∈ {Active, Passive} – состояние агента. 
 

Активный фуражир (АФ) – фуражир, самостоятельно 
осуществляющий поиск пищи. Пассивный фуражир (ПФ) – особь, 
фуражировочная деятельность которого инициируется АФ.  

Поскольку размер группы роботов ограничен, модель 
предполагает возможность быстрой смены статуса фуражира с 
пассивного на активный и обратно. Последний переход в природе 
маловероятен, однако в рамках модели рассматривается, чтобы позволить 
малой группе роботов увеличить мобилизационный потенциал. 

 
Алгоритм FStep_withStatus(Ai, B). Фуражировка  
Если Ai.Hunger < starving: -- не голодает 
 Если SeeResource(Ai)то: -- агент видит ресурс 
  PickUpResouce(Ai)-- собирать ресурс 
  Ai.State ← Active -- активация 
  ReturnToBase(Ai, B)-- вернуться на базу 
  UnloadRes(Ai)-- выгрузить ресурс 
  Charge(Ai)– заряжаться 
  Цикл пока не Signal(Ai, CollectResource) 
   Sleep(Ai)– ждать 
  Если Ai.State = Active 
   ActivateRobots(Ai)– дать сигнал активации роботов     
 вокруг 
  КЦикл 
 Иначе: 
  Если Ai.Goal.Curr = Ai.Goal.Prev то: -- агент ищет известный     
        ресурс 
   MoveToResource(Ai, Curr) -- двигаться к               
местоположению ресурса 
  Иначе: 
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   SearchResource(Ai, Curr) -- искать ресурсы 
  КЕсли 
 КЕсли 
Иначе: 
 Ai.State ← Passive – переход в пассивное состояние 
 ReturnToBase(Ai, B) -- вернуться на базу 
 Charge(Ai)-- заряжаться 
 Цикл пока не (Signal(Ai, CollectResource) ИЛИ  
     Estimate(Signal(Ai, Follow| Resj))) 
  Sleep(Ai)-- ждать 
 КЦикл 
КЕсли  
КПроцедура 

Листинг 2. Алгоритм фуражировки 
 
Обработка статуса агента включает в себя изменение 

статуса (Ai.State ← Passive, Ai.State ← Active) и оценку сигнала 
активации Estimate(signal), где signal – получаемый сигнал активации, 
содержащий также информацию о ресурсе Resj, j ∈ [0; n], за которым 
предлагается ехать. В этой модели «привлекательность» Estimate(signal) 
= Aj.Resj, то есть вероятность отправиться на сбор соответствует 
потребности в ресурсе. 

6. Реализация модели кормового поведения. Одной из 
распространенных, а также наиболее естественной и наглядной формой 
описания поведения является конечный автомат (КА). В рамках этого 
представления полагается, что поведение анимата (робота) 
складывается из ограниченного набора поведенческих 
последовательностей, составляющих ФКД – фиксированный комплекс 
действий. Для технической системы ФКД представляет собой 
библиотеку функций, реализованных в виде КА. Далее для 
определенности положим под КА понимать автоматы Мили, то есть 
автоматы, функции воздействия которых исполняются на переходах 
между состояниями. Так как существуют схожие поведенческие 
последовательности (например, поиск ресурсов и поиск гнезда, поворот 
налево и направо), для функций ФКД предпочтительнее использовать 
обобщенные КА – параметризированные конечные автоматы с 
предикатными условиями переходов. Параметры таких КА определяют 
направленность поведения [1]. На рисунке 3 изображен поисковый 
автомат, используемый далее в модели поведения. 

Обобщенный поисковый автомат обеспечивает поиск цели, 
определенной входным параметром. Состояния S – начальное, 
T – терминальное, W – для позиционирования на цель и её 
достижения, R1, R2, R3 – смена тактики поиска. Условия перехода 
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«спереди», «слева», «позади», «справа» срабатывают, когда цель 
находится по соответствующему направлению – спереди, слева, сзади 
или справа. Условиям сопоставлены действия – «ехатьВперед», 
«ехатьНалево», «ехатьНазад», «ехатьНаправо». Переход «если» 
отрабатывается, когда другие условия не выполняются, «истина» – 
безусловный переход, «вижу» – обнаружена цель. Действие 
«ехатьСлучайно» – выбор случайного направления движения, «-» – 
отсутствие действия на переходе. Переходы R1 → W, R2 → W, 
R3 → W связаны с обнаружением объектов, потенциально 
являющимися искомыми. Переходы  T выполняются, если обнаружен 
искомый объект. 

 

S
R1 R2

T

R3W

найден
-

найден
-

найден
-

найден
-

иначе
ехать 

Вперед

вижу
-

вижу
-

вижу
-

иначе
ехать 

Вперед

справа
ехать 

Направо

позади
ехать 
Назад

слева
ехать 

Налевоспереди
ехать 

Вперед

истина
-

иначе
ехать 

Случайно

Рис. 3 Обобщенный поисковый автомат 
 
Стоит отметить, что функции перехода, заданные в ФКД, не 

привязываются к какой-либо аппаратной платформе или 
программной среде. Они суть объявления, реализация которых 
зависит от объекта управления. Поэтому описываемые модели 
абстрактны, а перенесение между средами моделирования и 
аппаратными платформами несложно – требуется лишь 
сопоставление функций перехода с исполняющими функциями в 
среде или на роботе. 

Поведение агента также описывается автоматом – мета-
автоматом. Его особенность в том, что функциями перехода являются 
только вызовы функции из ФКД, то есть других автоматов. На 
рисунке 4 представлен пример мета-автомата движения к цели с 
объездом препятствия. 
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Рис. 4. Мета-автомат движения в точку с объездом препятствий 
 
Координаты конечной точки передаются в автомат извне. 

Состояния S – начальное, T – терминальное, GS – начало следования, 
GMv – движение по направлению к точке, BP_R, BP_L – объезд 
препятствий, D – отладочное (в случае возникновения неизвестных 
условий). «следоватьВТчк», «объездСлева» и «объездСправа» – 
загрузка соответствующих автоматов. Условия перехода 
«препятствиеСправа», «препятствиеСлева» срабатывают при 
возникновении препятствия, «цельДостигнута» – когда достигнута 
точка, «путьСвободен» – агент миновал препятствие, «если» 
отрабатывается, когда другие условия не выполняются, «истина» – 
безусловный переход. Отсутствие действия на переходе обозначено 
символом «-».  

Непосредственно к моделируемому поведению этот автомат 
отношения не имеет (хотя и может быть интегрирован в него), однако 
является простой и понятной демонстрацией поведенческого мета-
автомата. Полноценные мета-автоматы, используемые в технических 
системах, в том числе и описываемый далее, содержат большое число 
состояний и переходов, из-за чего их сложно изобразить в виде «как 
есть», поэтому чаще они представляемы фрагментарно или в 
укрупненном виде. 

Для описания поведения, заданного рассмотренными моделями, 
составлена библиотека автоматов для ФКД, которая включает в себя: 

– движение вперед, влево, вправо, назад, остановка; 
– поворот на заданный угол; 
– обобщенный поисковый автомат; 
– движение вдоль объекта;  
– «пустышка». 
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Автомат «пустышка» – автомат с одним переходом S → T из 
начального состояния в терминальное, с ничего не выполняющей 
функцией перехода. Он позволяет описать общую логику поведения со 
всеми состояниями, переходами, условиями переходов без вызова 
конкретных КА и ускорить разработку в целом. 

Рассмотренные модели реализуются одним мета-автоматом. 
Автомат объединяет поведение активных и пассивных фуражиров. 
Различие поведенческих реакций обеспечивается на уровне 
исполнительных процедур – на переходах исполняются разные 
функции, в автоматы передаются разные параметры. 

Мета-автомат можно условно разделить на несколько частей: 
1) Состояния и переходы, связанные с обменом 

информацией (рисунок 5). Все переходы этой группы отрабатываются 
на базе и в рамках рассмотренных моделей включают весь 
информационный обмен между агентами – обновление информации о 
потребностях, активация фуражировки. 

 

Act

ActOthS WaitStatus

истина
-

активный
-

пассивный
-

сигнал
оценить

Поиск
Ресурсовесть 

Потребности
активацДр

ВозвратНаБазу

активация
-

истина
-

иначе
-

 
Рис. 5. Укрупненный мета-автомат  информационного обмена 

 
S – начальное состояние, Status – выбор типа поведения; 

Wait – ожидание инициирующего сигнала от активного фуражира или 
базы; ActOth – активация пассивных фуражиров; Act – оценивание 
активационного сигнала. Условиями перехода «активный» и 
«пассивный» выполняется начальное разделение агентов на активных и 
пассивных, «естьПотребности» срабатывает, когда у гнезда есть 
потребности в ресурсах, «сигнал» – для выполнения пассивными 
фуражирами оценки сигнала активации, «истина» – безусловный 
переход. Отсутствие действия на переходе обозначено «-», «активацДр» 
– активация пассивных фуражиров, «оценить» – оценка 
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привлекательности призыва к активации. «ПоискДороги» – переход к 
другой части автомата, «ВозвратНаБазу» – из другой части. 

2) Состояния и переходы, связанные с поиском ресурсов (рисунок 
6). Ключевые состояния этой группы – AAct и APass – различают 
поведение активных и пассивных фуражиров. Переходы в эти состояния 
связаны с выполнением анализа данных о среде, из них – с отработкой 
реакций. Для активных фуражиров это в первую очередь выбор и 
запоминание маршрута, для пассивных – следование маршруту. 
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R

L

F
SR LR

конецДороги
поискРес
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-

Возврат 
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Инф
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налево
ехать 
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Рис. 6. Укрупненный мета-автомат. Поиск ресурсов 

 

«ИнфОбмен» – предыдущая часть автомата, «ВозвратНаБазу» – 
следующая. Состояния: MvR – движение по дороге; F, R, 
L – преодоление перекрёстков, перемещаясь вперёд, вправо, влево; 
AAct/APass – анализ дороги активными/пассивными фуражирами; 
SR – поиска ресурса; LR – сбор ресурса. Условия перехода «вперёд», 
«налево», «направо» верны, когда блок анализа определил 
соответствующее направление движения; «конецДороги» – агент достиг 
конца дороги; «найденРесурс» – агент обнаружил искомый ресурс; 
«если» – когда другие условия не выполняются. «истина» – безусловный 
переход. Функция перехода «поискРес» – загрузка автомата поиска 
ресурсов, «-» – отсутствие перехода. 

3) Состояния и переходы, связанные с возвратом на 
базу (рисунок 7). В этой группе ключевое состояние одно – AB, 
одинаковое для фуражиров обоих состояний.  
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Рис. 7. Укрупненный мета-автомат. Возвращение на базу 
 

Состояния: MvR – движение по дороге; F, R, L – преодоление 
перекрёстков, перемещаясь вперёд, вправо, влево; AB – анализ 
ситуации на дороге; SB – поиска базы; UR – разгрузка ресурса; 
С – подзарядка. Условия перехода «вперёд», «налево», «направо» 
верны, когда блок анализа определил соответствующее направление 
движения; «конецДороги» – агент достиг конца дороги; 
«найденаБаза» – агент обнаружил базу; условие «если» выполнимо, 
когда другие не выполняются; «истина» – безусловный 
переход. Функция перехода «искатьБазу» – загрузка автомата поиска 
базы, «-» – отсутствие перехода. 

В рамках экспериментов на экспериментальной базе были 
отработаны некоторые частные поведенческие алгоритмы и механизмы, 
реализованные в автоматной логике – базовые движения, езда по линии. 
Комплексные эксперименты (тестирование как всей поведенческой 
модели, так и отдельных ее элементов) проводились в среде 
моделирования Kvorum [22, 23]. В рамках работы большее внимание 
было уделено моделированию, так как работа с группировкой является 
менее удобным вариантом тестирования моделей поведения – меньше 
возможностей по отладке, наблюдению, переконфигурированию 
системы. Кроме того, моделирование позволяет проводить более 
масштабные эксперименты – расширять виртуальную группировку 
намного легче. 

В среде создан аналог реального полигона: нанесена разметка с 
маркерами, источники ресурсов, база. Два типа фуражиров – активный 
и пассивный – визуально различаются. В силу ограничений 
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вычислительной мощности проводилось моделирование группировки, 
включающей 7 агентов: 7 активных для базовой модели и 2 активных и 
5 пассивных для модели со статусом. 

Моделирование поведения представляло собой серию 
экспериментов для каждой из двух моделей: базовой и модели со 
статусом. Изменяемым параметром в экспериментах было количество 
фуражиров и их соотношение. Эксперименты без пассивных фуражиров 
относятся к модели базовой, с ними – к модели со статусом. Каждый 
эксперимент длился 50000 тактов, что примерно соответствует 12 ч 
реального времени. Параметры агентов – продолжительность работы, 
скорость перемещения, а также размер полигона, его конфигурация – 
подбирались в соответствии с их реальными аналогами. Количество 
видов ресурсов – 2. Агент за раз приносит достаточное количество 
ресурса одного типа, для производства энергии на одну полную емкость 
батареи агента. На рисунке 8 представлены результаты – оценка 
эффективности поведения в зависимости от конфигурации группы 
роботов. Для вычисления эффективности модели время добычи tE 

используется среднее время добычи энергии за время эксперимента. 
 

Рис. 8. Эффективность поведения групп роботов разной конфигурации. Число 
после А – количество активных фуражиров, после П – пассивных 
 

В конфигурациях группы число после символа А – количество 
активных фуражиров, после П – пассивных. Из диаграммы видно, что 
модель поведения со статусом эффективнее. В ходе экспериментов с 
большими группировками (7 и более агентов) наблюдались частые 
столкновения, что приводило к значительному ухудшению 
эффективности. Поэтому в результирующую диаграммы они не вошли.  

Для конфигураций А1П4 и А5П0 была проведена серия 
экспериментов для определения продолжительности выживания 
группы. Результаты представлены на рисунке 9. 
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Рис. 9. Время работы модельной группы в основном цикле (пока все агенты 
«заряжены») 

 
Группа А5П0 показала более стабильные работу. Но средние 

значения времени для обеих конфигураций очень близки (разница 
около 3% от среднего значения), поэтому продолжительность работы 
примерно одинакова. Как и во время экспериментов для определения 
эффективности, агенты мешали друг другу, что часто влияло на 
продолжительность работы – сходя с дороги, агенты терялись, 
продолжительность поиска ресурсов и базы сильно увеличивались, они 
разряжались, не восполнив свой запас энергии. 

В ходе экспериментов наблюдалась адекватная работа модели – 
и активные, и пассивные фуражиры успешно отрабатывали 
поведенческие автоматы. 

7. Заключение. Разрабатывая биоинспирированные модели 
поведения, важно уделять внимание тем механизмам и комплексам 
механизмов, которые лежат в основе поведения реальных 
биологических систем. Работа является одной из первых, где выделены 
и формализованы существенные для фуражировки параметры 
биологической системы – семьи муравьев – в форме, удобной для 
специалистов технических наук. При всей своей простоте выделенные 
параметры являются хорошей отправной точкой для дальнейшего 
развития подхода, подразумевающего наличие формализованных 
результатов, на основе которых могут разрабатываться технические 
системы, а разработанные модели – подтверждением 
работоспособности механизмов, лежащих в их основе. Работа является 
примером междисциплинарных исследований – как научные изыскания 
ученых-мирмекологов ложатся в основу решений конкретных 
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прикладных задач робототехники. В дальнейшем параметры могут быть 
использованы для разработки более сложных моделей поведения, чем 
рассмотренные в работе.  

Таким образом, основными результатами работы являются 
выделение и формализация некоторых механизмов функционирования 
семьи муравьев, существенных для моделирования фуражировки, и 
подтверждение работоспособности этих механизмов средствами 
имитационного моделирования. 

Важный вывод, сделанный в ходе работы – семьи муравьев 
являются привлекательным объектом для моделирования биоподобных 
робототехнических систем как в продолжение работы по 
моделированию фуражировки, так и при создании аналогов иных 
биологических механизмов. Созданная модель группы роботов, 
несмотря на ряд упрощений и допущений, приближена к природным 
прототипам (семьям муравьев) в сравнении с аналогичными работами в 
групповой робототехнике. Создание базы как функционального аналога 
гнезда и внутригнездовых особей у муравьев биоинспирированной 
системы стимулов для агентов – основа для формирования более 
сложного поведения. В рамках настоящей работы были рассмотрены 
лишь отдельные механизмы, а эксперименты показали эффективность 
предложенных моделей. 

Полученные модели апробированы только на программных 
средствах. Их перенесение на реальную группировку роботов, 
проведение комплексного тестирования системы, добавление в модель 
других механизмов, используемых Formica и другими муравьями, 
является следующим этапом развития работы. Также во время 
экспериментов обнаружились сложности с моделированием больших 
группировок – проблема, решение которой требует расширения 
стандартных функций среды Kvorum. 
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Malyshev A., Burgov E. Revisiting Parameters of Bioinspired Behavior Models in Group 
Foraging Modeling. 

Annotation. Using bioinspired models and methods is one of approaches for solving tasks 
of swarm robotics. In this paper one of such tasks, modeling of foraging, and it’s solving by 
creating analogues of social structures of ants and models of feeding behavior are considered. 
The most important characteristics of ants’ colonies for modeling were defined – individuals 
number in society and it’s structure, workers’ speed, a communication distance and working area 
size. Besides, existing experimental basis (a group of robots and a polygon) was estimated for a 
usage as a hardware platform for experiments. Several models of feeding behavior were 
considered: a model without foragers’ functions differentiation and a model with differentiation 
on active and passive ones. Active foragers look for resources by themselves, then they involve 
passive foragers; passive foragers are settled on a base, while are not involved in harvesting. 

A set of finite state machines describe the behavior of agents: basic automatons (provide 
basic behavior functions) and a meta- automaton, that switches with some conditions an 
execution of basic automatons. Basic movements were tested on experimental basis. A complex 
test of models were conducted in a simulation program Kvorum. An analogue of real polygon 
was made in the program. Modeling consists of series of experiments for every model in which 
agents must harvest resources. Series differ from each other by number of agents. For models’ 
quality estimation a ratio of received energy to average obtaining time. Experiments settle that 
model with functions differentiation works more effective. 
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АПРИОРНЫЙ КОНТРОЛЬ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО 

ВЫРОЖДЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ МНОГОКАНАЛЬНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
Дударенко Н.А., Вундер Н.А. Априорный контроль потенциального вырождения 
непрерывных многоканальных динамических систем. 

Аннотация. Рассматривается проблема априорного контроля потенциального 
вырождения непрерывных многоканальных динамических систем. Склонность системы к 
возможному вырождению, которое может повлечь за собой частичную или полную 
потерю работоспособности системы, рассматривается как системное свойство, которое 
необходимо контролировать на этапе проектирования системы наравне со свойствами 
устойчивости, надежности и инвариантности к изменяющимся условиям. Получена 
количественная оценка потенциального вырождения системы и организации ее структуры 
в совокупности с перекрестными связями и задающими воздействиями полиномиального 
вида. Показано, что процесс вырождения многоканальной динамической системы есть 
процесс уменьшения ранга ее линейного оператора. На основании этой математической 
концепции и строится аппарат функционалов вырождения многоканальной динамической 
системы, который опирается на алгебраические свойства матрицы оператора системы, 
называемой далее ее критериальной матрицей. Для решения поставленной задачи 
используется такой показатель, как функционал вырождения, который конструируется на 
спектре сингулярных чисел критериальной матрицы системы и в предельном случае 
представляет собой величину, обратную числу обусловленности критериальной матрицы 
системы (глобальный функционал вырождения). В отличие от существующих ранее 
решений в данной статье предлагается алгоритм формирования критериальной матрицы 
системы с использованием резольвенты матрицы ее состояния. Депараметризация 
линейной алгебраической задачи осуществляется посредством аддитивного разложения 
вектора выхода системы по производным задающего воздействия и подробно 
рассмотрена для случая установившегося режима работы системы. Предлагаются 
процедура априорного контроля потенциального вырождения многоканальной 
непрерывной динамической системы, а также рекомендации по возможному обеспечению 
требуемого значения функционала вырождения критериальной матрицы системы с 
использованием методов модального управления.  

Ключевые слова: вырождение, многоканальная система, критериальная матрица, 
сингулярное разложение. 

 
1. Введение. Многоканальные динамические системы 

применяются в современной теории управления для разработки 
встраиваемых в техническую среду современных многоканальных 
управляющих комплексов для обслуживания технологических 
процессов. Достаточно часто технологический процесс описывается 
сложными нелинейными дифференциальными уравнениями и нет 
возможности получить в явном виде описание динамического процесса 
системы. В таких случаях применяются методы линеаризации и 
идентификации, после которых проблема управления сложным 
технологическим процессом сводится к синтезу регуляторов для 
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многоканальной линейной динамической системы с множеством 
входов и выходов. В процессе синтеза регулятора разработчик свободен 
в выборе регулирующих устройств, регулируемых параметров и их 
комбинаций [1-3] в зависимости от стратегии эксплуатации, 
экономических, экологических и производственных показателей. 
Кроме того, параметры систем автоматического управления в процессе 
работы не остаются равными расчетным значениям. Это объясняется 
изменением внешних условий, неточностью изготовления отдельных 
устройств системы, старением элементов и тому подобным. Изменение 
параметров систем автоматического управления, то есть изменение 
коэффициентов уравнений системы, вызывает изменение статических и 
динамических свойств системы [4], а зачастую может повлечь и 
вырождение системы – нарушение работоспособности. Таким образом, 
на этапе проектирования многоканальной системы управления важно 
оценить, насколько удачно выбрана ее конструкция (структура).  

Среди методов, ориентированных на анализ структуры 
многоканальной системы и выбор конфигурации управления, широко 
известен метод относительных усилений RGA (relative gain array) [5] и 
его различные модификации [6-9]. Данный метод прост в 
использовании, однако он не подходит для больших систем высоких 
порядков и не гарантирует устойчивость замкнутой системы.  

Метод структурных несоответствий (structural mismatches) [10-12] 
используется для многоканальных систем управления с 
децентрализованным управлением и основывается на матрицах 
чувствительности передаточной функции системы. Данный метод 
позволяет получить информацию о нежелательной динамике в каналах 
системы, а также оценить производительность системы выбранной 
конструкции. Ограничение данного метода в том, что он ориентирован на 
системы с децентрализованным управлением. 

Управление с самооптимизацией (self-optimizing control) [13, 14] 
и метод нулевого пространства (null space method) [15] – еще один класс 
методов, которые ориентированы на выбор управления с минимизацией 
потерь в процессах при наличии возмущений за счет поддержания 
выбранных регулируемых переменных в постоянных рабочих точках. 
Однако основной недостаток последних двух методов в том, что в 
процессе выбора комбинаций управления мало внимания уделяется 
динамическим характеристикам. Кроме того, одним и тем же значениям 
минимальных потерь может соответствовать множество решений, что 
затрудняет поиск «оптимального решения». 

Также стоит отметить, что в последнее время большое внимание 
уделяется методам оценки эффективности (производительности) 
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проектируемых технических систем [16-20], поскольку показатель 
производительности системы является базовым при разработке 
технологических комплексов. В упомянутых работах оценка 
производительности системы осуществляется на основе методов анализа 
чувствительности системы к возмущениям и аппарата сингулярного 
разложения. Тем не менее, несмотря на множество различных подходов, 
разработка количественных оценок производительности технических 
систем и универсальных методов выбора структуры системы по-
прежнему остается актуальной задачей. Методы для количественной 
оценки производительности системы могут позволить нам сравнивать 
различные структуры управления и таким образом оценивать 
преимущества и недостатки различных методологий. 

В данной статье рассматривается аппарат функционалов 
вырождения, который используется для оценки «удачности» 
конструкции многоканальной динамической системы. Функционалы 
вырождения конструируются на спектре сингулярных чисел 
критериальной матрицы системы, которая в своем составе может 
содержать как информацию о самой многоканальной системе, так и о 
входных задающих воздействиях, поступающих на ее входы. Аппарат 
функционалов вырождения позволяет оценить склонность системы к 
возможному вырождению, являющемуся системным свойством, 
которое может повлечь за собой частичную или полную потерю 
работоспособности системы. Склонность системы к возможному 
вырождению необходимо контролировать на этапе проектирования 
системы наравне со свойствами устойчивости, надежности и 
инвариантности [21] к изменяющимся условиям.  

Аппаратно многоканальная динамическая система реализуется 
оператором, отображающим множество целевых входов в множество 
целевых выходов. Будем считать, что этот оператор является линейным 
или локально линейным, а множества входов и выходов согласованы по 
размерности. Тогда в математической постановке линейный оператор 
считается вырожденным [22], если его ранг становится меньше 
размерности пространства выходов. Таким образом, процесс 
вырождения некоторой многоканальной динамической системы есть 
процесс уменьшения ранга ее линейного оператора. На основании этой 
математической концепции строится данная работа. Предлагаемый 
подход основывается на алгебраических свойствах матрицы линейного 
оператора, называемой далее критериальной матрицей.  

Стоит отметить возможные причины вырождения многоканальных 
систем. Это, например, сокращение размерности множества целевых 
выходов системы в силу нарушения работоспособности какого-либо ее 
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функционального компонента. Такую ситуацию можно назвать 
структурным вырождением. К организационным причинам вырождения 
можно отнести неудачное распределение целевых намерений по входам 
многоканальной динамической системы. К вырождению также приводят 
некорректно выбранные параметры системы, такие как организация и 
параметры связей между раздельными каналами системы, 
сформированные полосы пропускания каналов. В случае, если в 
состав многоканальной динамической системы входит человек-оператор, 
то причиной вырождения может стать и человеческий фактор, 
например усталость [22].  

Исследования проблемы вырождения многоканальных 
динамических систем для полноты их решения могут проводиться как в 
параметризованном, так и в не параметризованном временем виде. 
Существенным образом проблема вырождения зависит от типа входных 
заявок (целевых намерений) на их обслуживание многоканальными 
динамическими системами. В данной статье рассматривается проблема 
формирования критериальных матриц в задаче контроля возможного 
вырождения многоканальных непрерывных динамических систем 
с учетом векторного входного воздействия, векторов скорости и ускорения 
его изменения в предположении его дифференцируемости по времени. 

2. Математическая постановка задачи вырождения 
многоканальных динамических систем. Рассматривается динамическая 
многоканальная система с линейным матричным оператором (*)N , 

отображающим пространство входов в пространство выходов: 
 

( ) ( , ) ( ),w N w w    (1) 
 

где ( , )N w   – критериальная матрица размерностью m m  для любых 

значений w ,  ; ( )w , ( )w , – m -мерные векторы;   – p -мерный 

вектор изменяющихся параметров матрицы N ; w  может являться 
непрерывным временем t .  

Задача (1) имеет наглядную геометрическую интерпретацию, 
которую можно представить, применив к критериальной матрице N  
сингулярное разложение [23]: 

 

,T
N N NN U V   (2) 

 

где { : 1, }N jdiag j m    – матрица сингулярных чисел j ; NU  и 

NV  – матрицы левого и правого сингулярных базисов [23] такие, что 

можно записать: 
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, 1, .N j Nj j
NV U j m   (3) 

 

В выражении (3) каждый вектор , 1,N j
V j m    правого 

сингулярного базиса отражается в соответствующее j -ое 

подпространство элемента N j
U  левого сингулярного базиса с нормой, 

равной j . Геометрическая интерпретация данной задачи заключается 

в том, что единичная сфера отображается в эллипсоид с размерами 
полуосей, равными сингулярным числам матрицы N . 

Для оценки степени вырождения системы (1) воспользуемся 
числом обусловленности [23] матрицы N , которое по определению 
записывается в виде: 
 

  1 .C N N N


   (4) 

 

Из выражения (4) видно, что значение числа обусловленности 
зависит от выбранной матричной нормы, и для поставленной задачи 
целесообразно выбрать спектральную норму, которая совпадает с 
максимальным сингулярным числом матрицы, тогда число 
обусловленности примет вид: 
 

  1 1
max max max min{ } { } { } { },C N N N N N         (5) 

 

где  max N ,  min N  – максимальное и минимальное сингулярные 

числа матрицы N  соответственно. 
В силу определения (2) для числа обусловленности справедливы 

неравенства: 
 

1 { } .С N    (6) 
 

Однако контроль близости числа обусловленности к 
бесконечной величине является весьма затруднительным. Поэтому в 
дальнейшем предлагается рассматривать величину, обратную числу 
обусловленности, которая задается соотношением: 

 

       1 1
min max

,DJ N C N N N     (7) 
 

которую далее будем называть функционалом вырождения DJ  [22]. 
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Для функционала вырождения (7) с учетом (6) верны следующие 
неравенства: 

 
10 { } 1.DJ С N    (8) 

 
Процесс вырождения системы (1) при уменьшении 

функционала вырождения (7) критериальной матрицы N  
геометрически представляет собой деформацию исходной 
сферы 1   при ее отображении в эллипсоид. Причем при 

деформации происходит «сплющивание» эллипсоида сначала вдоль 
его m -ой полуоси, принадлежащей линейной оболочке m -ого 
элемента Nm

U , затем «сплющивание» его вдоль ( -1)m -ой полуоси и 

так далее, так что наблюдается последовательное «сплющивание» 
эллипсоида вдоль векторов Nm

U , 
1Nm

U
 …

2
 NU  до отображения 

эллипсоида в отрезок прямой. Система оказывается на границе 
глобального вырождения. В случае, если все сингулярные числа 
становятся нулевыми, происходит глобальное вырождение 
линейной алгебраической задачи (ЛАЗ) (1), при котором сфера 
отображается в точку. 

Рассмотрим иллюстративный пример. 
Пример 1. Представим реализацию матрицы N  размерности 

2 2  в виде T
N N NN U V  , где 

cos sin

sin cosNU
 
 


  – матрица левого 

сингулярного базиса; 
1 0

0 1NV   – матрица правого сингулярного 

базиса, такие что главная ось эллипсоида развернута на угол   

относительно оси абсцисс;  1 2,N diag     – диагональная матрица 

сингулярных чисел. Для наглядной иллюстрации результатов 
предлагаемого примера угол   выбирается для каждого сочетания 

сингулярных чисел различным.  
Исследуемые матрицы , 1,7jN j   для фиксированных 

значений j  и соответствующие им значения функционала 

вырождения сведем в таблицу 1. 
На рисунке 1 приведены результаты отображения y Nx  

единичной сферы {cos , sin },x col    где 0 2    в 
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эллипсоид для матриц jN  c функционалами вырождения { }D jJ N  в 

соответствие с таблицей 1.  
 

Таблица 1. Отображение единичной сферы в эллипсоид 

1,7j   jN  j
 

{ }D jJ N  

1 
0.9111 0.2061

0.4121 0.4556

 


 9 1/2 

2 
0.5551 0.1664

0.8318 0.1110
 43 1/5 

3 
0.0044 0.0500

1.0000 0.0002
 11 1/20 

4 
0.4081 0.0183

0.9129 0.0082


 20 1/50 

5 
0.8142 0.0029

0.5806 0.0041


 120 1/200 

6 
0.9844 0

0.1761 0




 85 0  

7 
1 0

0 1
 0 1 

 

На рисунке 1 наглядно представлен процесс «сплющивания» 
эллипсоида в прямую линию с уменьшением значения функционала 
вырождения матрицы .N  Таким образом, сингулярные числа и числа 
обусловленности геометрически прозрачно показывают их 
содержательную концепцию механизма численного контроля процесса 
вырождения многоканальной системы вида (1) при изменении 
параметров   и времени .w  
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Рис. 1. Отображение единичной сферы в эллипсоид для различных значений 

функционала вырождения { }D jJ N  

 
Следует заметить, что помимо глобального функционала 

вырождения DJ  (7) также контролируются и сепаратные 

функционалы вырождения D j
J  ЛАЗ (1), которые формируются 

на алгебраическом спектре сингулярных чисел матрицы N  с 
помощью выражения: 

 
1

1 max{ } { } { },D j m jJ N N N  
   (9) 

 

где 1-j{ }, 1, 1m N j m    , max 1{ } { }N N   – j -ое и максимальное 

сингулярные числа матрицы N  соответственно, вычисляемые с 
помощью соотношений: 
 

1/2 , : det( ) 0,T
j j j j I NN       

1/2 , : det( ) 0.T
j j j j I N N     

(10) 

y
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Следует отметить, что сингулярные числа проиндексированы в 
порядке убывания их значений с ростом индекса j . При этом 

глобальный функционал вырождения (7) является функционалом 
вырождения (9) с индексом, равным единице. 

Таким образом, процесс вырождения ЛАЗ (1) можно 
отслеживать по последовательному обнулению функционалов 
вырождения D j

J , контроль граничных значений которых в пределах 

0 и 1 заметно проще контроля граничных значений чисел 
обусловленности в пределах 1 и .  

Можно сделать вывод, что линейная алгебраическая задача 
оказывается на границе глобального вырождения, когда линейный 
оператор с матрицей N  отображает единичную сферу в отрезок 
прямой, длина которого определяется единственным ненулевым 
сингулярным числом, а положение в пространстве определяется 
первым элементом левого сингулярного базиса матрицы N . В 
приведенном примере этому случаю соответствует шестой вариант 
реализации матрицы N  (таблицы 1, рисунок 1). Система оказывается 
глобально вырожденной, когда в нуль обращаются все сепаратные 
функционалы вырождения, в этом случае линейный оператор с 
матрицей N  отображает единичную сферу в ноль. 

Контроль вырождения линейных алгебраических задач (1) 
параметризованных параметрами w  и  , которые могут принимать 
значения непрерывного времени и частоты, с помощью сепаратных 
функционалов вырождения делают значения последних 
параметризованными непрерывным временем, а также частотой, что 
позволяет выделять временные интервалы и диапазоны частот, 
характеризующиеся различной степенью вырожденности 
многоканальной непрерывной динамической системы.  

Приводимый ниже пример развивает иллюстрационный аспект 
проблемы вырождения. 

Пример 2. Рассмотрим критериальную матрицу ( ),N q  

параметризованную векторным параметром 

1 2 3 1 2 3{ , , : 0; 1 0; 1 0},q col q q q q q q         так что она 

принимает вид: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1(1 ) 7(1 ) 13(1 )

3(1 ) 9(1 ) 15(1 ) .

5(1 ) 11(1 ) 17(1 )

q q q

N q q q

q q q

   
    

   
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Для этой матрицы в соответствии с соотношением (9) 
конструируются сепаратные функционалы вырождения: 

 
1

1 2 3 3 11
( 0, 0, var) ( ) ,DJ q q q      

1
1 2 3 2 12

( 0, 0, var) ( ) .DJ q q q        

 

и 
 

1
1 2 3 3 11

( 0, var, 0) ( ) ,DJ q q q      
1

1 2 3 2 12
( 0, var, 0) ( ) .DJ q q q        

 

Кривые сепаратных функционалов вырождения критериальной 
матрицы ( )N q  для оговоренных выше значений 2q  и 3q  приведены 

на рисунке 2. 
 

 
Рис. 2. Значения сепаратных функционалов вырождения критериальной 

матрицы ( )N q  для различных значений 2q  и 3q  
 

При построении кривых значений сепаратных функционалов 
вырождения в связи с решением иллюстративной задачи использован 
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весьма ограниченный набор сочетаний варьируемых параметров, но 
даже он обнаруживает возможность решать задачу «оптимального 
номинала», при котором достигается максимальное значение 
глобального и сепаратного функционалов вырождения.  

Приведенная выше трактовка содержания функционалов 
вырождения носит геометрически прозрачный характер, но они имеют 
и богатое алгебраическое содержание, которое раскроем с помощью 
следующего примечания. 

Примечание 1. Величина 1,DJ   обратная глобальному 

функционалу DJ  вырождения – число обусловленности   ,С N  

выступает в качестве коэффициента усиления относительных 
погрешностей задания N  и   матрицы N  и вектора   ЛАЗ (1) в 

задаче оценки относительной погрешности   решения ЛАЗ в форме: 

 

   1 ( ) ( ).D N N N NJ N C N                   (11) 
 
Доказательство можно найти в [23]. 
Пример 3. У алгебраического свойства глобального функционала 

вырождения  DJ N  есть конструктивные оценочные возможности. 

Так, например, допустим, что в некоторый момент времени в системе 
произошли вариации параметров [4], тогда, если положить 
относительные погрешности задания компонентов ЛАЗ   и N  

соответственно равными 0, 0.01(1%)N    при   0.01,DJ N   то 

оценка  1ˆ ( )D N NJ N          относительной ошибки 


 

решения ЛАЗ составит величину  ˆ 1 100%  . 

3. Формирование критериальной матрицы отношения «вход-
выход» на основе резольвенты матрицы состояния многоканальной 
динамической системы. Рассмотрим непрерывную многоканальную 
динамическую систему, задаваемую в виде: 

 

( ) ( ) ( );x t Fx t Lg t  ( ) ( ) ( ),y t Cx t Hg t   (12) 
 

где F , L , C , H  – матрицы состояния, входа, выхода и отношения 
«вход-выход» системы соответственно, которые согласованы по 
размерности с размерностью векторов состояния ,x  задающего 

воздействия g  и выхода y  так, что ;n nF R   , ;T n mL C R   

114 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



;m mH R  nx R ; , .mg y R  При этом матрица F  состояния системы 

полагается гурвицевой [24], а векторное задающее воздействие  g t  

является при 0t   непрерывно дифференцируемым по времени t . 
Для цели дальнейших исследований применим к системе (12) 

преобразование Лапласа и получим представление системы, 
разрешенное в форме отношения «вход-выход»,  

 

     1Y(s) (s ) G(s) ,C I F L H s G s      (13) 

 

где ( )Y s  и ( )G s  – лапласовы образы ( )y t  и ( )g t  соответственно, а 

Ф ( )s  – передаточная матрица отношения «вход-выход», записываемая 

в виде: 
 

 1(s) (s ) .C I F L H     (14) 

 

По сути, линейная модель (13) параметризована комплексной 
переменной s , в связи с чем возникают трудности ее использования в 
решении задач вырождения многоканальной системы. Уйдем от явной 
параметризации переменной s , воспользовавшись алгоритмом 
Фаддеева – Леверье.  

Задачу депараметризации ЛАЗ (13) будем решать для случая 
установившегося режима системы (12). Для указанных целей вектор 
выхода системы ( )y t запишем в форме аддитивного разложения по 

производным задающего воздействия: 
 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )y t D g t D g t D g t      =       ...g g gy t y t y t     (15) 
 

для пt t , где пt  – длительность переходного процесса в системе, 

который считается законченным, когда переходная составляющая 
не выходит за пределы 5%-окрестности от своего 
установившегося значения. 

Нетрудно заметить, что выражение (15) порождает систему 
линейных алгебраических задач вида (1), где в качестве критериальных 
матриц N  выступают вещественнозначные матричные коэффициенты 

разложения , 0,1,2lD l   . Очевидно, что поставленная задача анализа 

возможного вырождения будет решена, если будут сконструированы 
аналитические представления матриц lD  для 0,1,2,...l   
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Если (15) записать с использованием преобразования Лапласа, то 
получим цепочку равенств: 

 
2 2

0 1 2 0 1 2Y(s) G(s) (s) G(s) ( )G(s).D D sG D s D D s D s         (16) 

 
Сравнение соотношений (16) и (13) позволяет записать для 

матричных коэффициентов , 0,1,2lD l   .представления: 

 

     2

0 1 2 20
0 0

; ; 0.5 ...
s

s s

d s d s
D s D D

ds ds
 

 
     (17) 

 

Функция  s  в своем аналитическом представлении (14) 

содержит в качестве мультипликативного компонента резольвенту 

  1
,sI F

  которая представляет собой обратную матрицу, 

параметризованную переменной .s  Для целей дальнейших 
исследований сформулируем лемму. 

Лемма. Пусть Q(q) – квадратная матрица, элементы которой 

непрерывно зависят от скалярной переменной q так, что при ,q q q    

    1
Q q


. Тогда производная по переменной q от матрицы    1

,Q q


обратной матрице Q(q), вычисляется в силу соотношения: 
 

           1 1 1
.

d d
Q q Q q Q q Q q

dq dq

  
   (18) 

 

Доказательство. Для ,q q q    справедливо соотношение 

     1
Q q Q q I


  , дифференцирование которого по q дает: 

 

                1 1 1
0.

d d d
Q q Q q Q q Q q Q q Q q

dq dq dq

  
     (19) 

 
Разрешение соотношения (19) относительно производной 

   1d
Q q

dq


 приводит к (18). Теперь можно приступить к 
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формированию матричных коэффициентов , 0,1, 2lD l    для первых 

трех коэффициентов с помощью соотношений (17), (14) и (18). В 
результате получим: 
 

    1 1
0 0 0

;
s s

D s C sI F G H CF G H
 

 
         (20) 

 

  1 1
1

0 0

(s ) (s ) (s )
s s

d s d
D С I F I F I F G

ds ds
 

 

            
  

2 ;CF G   

(21) 

 

 2

2 2

0

0.5
s

d s
D

ds



   

1 1 3

0

0.5 (s ) (s ) (s ) .
s

d d
С I F I F I F G CF G

ds ds
  



               
    

(22) 

 

Очевидно, решение задачи представления выхода системы (12) 
при пt t  в форме (15) наиболее целесообразно для случая задающего 

воздействия полиномиального вида, так как оно содержит конечное 
число ненулевых производных.  

Нетрудно заметить, что отношение «вход-выход», задаваемое 
критериальными матрицами (20), (21) и (22), дает возможность 
контролировать и корректировать возможное вырождение системы. 
Так, с помощью матрицы L  можно организовывать необходимые 
межканальные связи по сепаратным входам, с помощью матрицы С  – 
решать аналогичную задачу в пространстве выходов, а с помощью 
матрицы F  – обнаруживать способность назначения системных 
параметров сепаратных каналов и организовывать внутрисистемные 
межканальные связи [25]. Действительно, если предположить, что 
система (12) получена объединением многоканального объекта 
управления: 

 

      ,x t Ax t Bu t  ( ) ( ) ( )y t Cx t Hg t   (23) 
 

и закона управления в виде прямой связи по задающему воздействию 
g(t) и обратной связи по вектору  x t  состояния 
 

     ,gu t K g t Kx t   (24) 

117SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS_____________________________________________



то критериальная матрица (20) примет вид: 
 

-1( ) .gN H - C A- BK BK  (25) 
 

Выражение (25) разрешаемо относительно матрицы gK  прямых 

связей по задающему воздействию в форме: 
 

   
11 .gK CF B H N

   (26) 

 

Если в (26) положить N I , то матрица gK  будет обеспечивать 

естественное равенство выхода входу в неподвижном состоянии и 
идеальную обусловленность, характеризующуюся единичным значением 
глобального функционала вырождения в неподвижном состоянии. 

Дополнительным системным ресурсом является матрица Н . К 
сожалению, этот системный ресурс закладывается в многоканальные 
динамические системы (12) достаточно редко и в основном реализуется 
в «кризисных» ситуациях. В этой связи отметим две реализационные 
ситуации критериальных матриц (20), (21) и (22). Первая ситуация 
характеризуется выполнением условия 0H  , вторая – выполнением 
условия 0H   и при этом она может модифицироваться. Первая 
реализационная ситуация, как правило, имеет место в антропогенных 
системах технического характера. Вторая реализационная ситуация, как 
правило, имеет место в антропогенных системах с человеком-
оператором – лицом, принимающим решения в составе системы [22].  

Тем самым в решении задачи заложен принцип: прежде чем 
исследовать склонность системы к вырождению в динамике при 
обработке потоков входных заявок необходимо проверить систему в 
статике на предмет удачности ее «конструкции». 

Представление критериальной матрицы определяется заданной 
моделью многоканальной динамической системы и видом экзогенного 
задающего воздействия.  

Примечание 2. Приведем критериальные матрицы 
многоканальных динамических систем для случаев гармонических и 
стохастических экзогенных задающих воздействий [26]. 

Так, например, для непрерывной многоканальной системы, 
задаваемой в форме:  

 

( ) ( ) ( ),x t Fx t Lg t  ( ) ( ),y t Cx t  (27) 
 

при внешнем конечномерном воздействии вида: 
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( ) ( ),z t Ez t (0);z ( ) ( ),g t Pz t  

 
где lz R , xl lE R , xm lP R ; z  – вектор состояния модели задающего 
воздействия E , P  – матрицы состояния и выхода модели задающего 
воздействия соответственно, причем ,TP P I   где I  – единичная 
матрица размерности m m , критериальная матрица имеет вид: 
 

  2 2 1( ) ( ) ,N C F I F I L      

 
где   – частота задающего воздействия.  

Для случая стохастического внешнего воздействия стационарного в 
широком смысле типа «белый шум» ( ) ( )g t w t  матрица спектральной 

плотности ( )yS   системы (27) по выходу, выступающая в роли 

критериальной матрицы системы, задается выражением: 
 

2 2 1( ) ( ) 2 ( ) ,T T
y x xS CS C CF F I D C        (28) 

 

при этом матрица [ ( ) ( )]T
xD M x t x t

  является матрицей дисперсии 

вектора состояния ( )x t , где [( )]M   есть оператор вычисления 

математического ожидания стохастической переменной ( ) . 

Для системы (27), возбуждаемой стохастическим воздействием 
( )t  стационарным в широком смысле типа «окрашенный шум», с 

моделируемым выходом формирующего фильтра вида: 
 

( ) ( ) ( );ф ф ф фz t Г z t G w t  ( ) ( ),ф фt P z t   

 
возбуждаемого по входу «белым шумом» ( )w t  с матрицей 

интенсивности Q , где l
фz R ; w , mR  ; l l

фГ R  ; l m
фG R  ;

m l
фP R  ; фГ , фG , фP  – матрицы состояния, входа и выхода модели 

формирующего фильтра соответственно; фz  – вектор состояния модели 

формирующего фильтра, матрица дисперсии xD  вектора состояния 

системы определяется с помощью выражения: 
 

,T
x x x xD C D C    0 ,x n n n lC I    (29) 
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где [ ( ) ( )]T
xD M x t x t

    – матрица дисперсии составного вектора 

,
TT T

фx x z  вычисляемая в силу матричного алгебраического 

уравнения Ляпунова: 
 

,T T
x xFD D F GQG         (30) 

 

в котором матрицы F  и G  составной системы имеют представление 

0
ф

ф

F LP
F

Г
 , 

0

ф

G
G

 . Соотношение (28) позволяет сформировать 

критериальную матрицу в форме ( )yN S  , где матрица дисперсий 

xD  рассчитывается с помощью выражений (29) и (30).  

Конкретный выбор критериальной матрицы определяется 
предметом исследования. 

4. Априорный контроль потенциального вырождения 
непрерывных многоканальных динамических систем. Априорный 
контроль потенциального вырождения непрерывных многоканальных 
динамических систем будем осуществлять посредством вычисления 
функционала вырождения критериальной матрицы системы. 
Допустимое значение функционала вырождения при этом назначается, 
исходя из технических требований к системе.  

Процедуру контроля склонности многоканальной непрерывной 
динамической системы вида (12) к вырождению на основе 
критериальных матриц, полученных с помощью резольвенты матрицы 
состояния многоканальной системы, оформим в виде алгоритма.  

Алгоритм: 
Шаг 1. Задать { , , , }F L C H  – представление многоканальной 

непрерывной динамической системы (12). 
Шаг 2. Сконструировать критериальные матрицы 

многоканальной динамической системы (12). 
Шаг 3. Задать допустимое значение DRJ  функционала 

вырождения DJ . 

Шаг 4. Вычислить значение функционала вырождения DJ  в 

силу соотношения (7).  
Шаг 5. Проверить выполнение условия D DRJ J . 

Шаг 6. В случае нарушения условия осуществить переход к шагу 1 
алгоритма с целью изменения параметров матричных системных 
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компонентов (модификация матрицы входа gL BK  с целью изменения 

матрицы gK  прямых связей по сепаратным входам, модификация 

матрицы состояния F  путем изменения структуры ее собственных 
значений и собственных векторов с помощью процедуры обобщенного 
модального управления [27], а также введение необходимых 
межканальных перекрестных связей, матрицы отношения «вход-выход» 
H  и т.д.), в случае выполнения условия – переход к шагу 7. 

Шаг 7. Выход из алгоритма. 
Пример 4. Для иллюстрации приведенного алгоритма 

рассмотрим многоканальную непрерывную систему с тремя входами 
и тремя выходами. Сепаратные функциональные динамические 
каналы вход-выход охвачены единичной обратной связью. Эти 
сепаратные каналы обладают разнотемповыми динамическими 
свойствами, а потому характеризуются полосами пропускания, 
которые по мере перемещения от верхнего уровня к нижнему 
изменяются с расширением их диапазонов. Такая система 
представима в форме (12) таким образом, что ее матричные 
компоненты задаются в следующем виде  

 

3 2
01 01 01 12

3 2
21 02 02 02 23

3 2
32 03 03 03

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 ,

0 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 2 2

k

F

k k

k

  

  

  

 
 
 
   
 
 
   
   
 
 
 
 
    

 

3
0

0

0 ; 1,3 ;jj

j

L diag L j



  
       

  
    

 

1

0 ; 1,3 ,

0

T T
llC diag C l

  
      
    

 0 .H   

 
Значения характеристических частот каждого из сепаратных 

каналов положим равными в соответствие с распределениями мод 
Баттерворта, параметризованными характеристическими частотами 
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1
01 2 ,с   1

02 6с  , 1
03 18с  , так что полосы пропускания двух 

соседних сепаратных каналов разнятся в три раза. Межканальные связи 
в процессе исследования варьируются.  

Многомерная система функционирует без вырождения, если 
потоки заявок, поступающие на вход каждого из сепаратных каналов 
многомерной системы, по своей скорости согласованы с полосой 
пропускания этих каналов. 

Рассмотрим многоканальную систему для двух случаев задания 
межканальных связей: 1) 12 23 1,k k    21 32 1;k k   2) 12 23 0.3,k k    

21 32 1.k k   

Следуя приведенному ранее алгоритму, сконструируем 
критериальную матрицу многоканальной системы в форме (20). 
Допустимое значение функционала вырождения DJ  положим равным 

0.8DRJ  . Вычислим значение функционала вырождения DJ  

критериальной матрицы системы согласно соотношению (7), в 
результате получим: 1) 0.7903DJ  ; 2) 0.9289DJ  . 

В рассматриваемых вариантах задание межканальных связей в 
случае (1) не удовлетворяет условию D DRJ J , а следовательно, такая 

организация связей между каналами повлечет вырождение системы. 
Коррекция первой ситуации достигается с помощью модификации 
матрицы gК  прямых связей по вектору внешнего воздействия  g t  

путем включения на входе корректирующей матрицы kgК  вида 

kg

1 0.125 0

0.0046 1 0.0046 ,

0 0.0002 1

К

 
   
  

 доставляющей критериальной 

матрице N  единичное значение глобального функционала вырождения 
1DJ   вместо исходного 0.7903DJ  . 

Заключение. Приведен эффективный инструмент для решения 
задачи априорного контроля возможного вырождения многоканальных 
систем. Сформирован алгоритм конструирования критериальных 
матриц на основе резольвенты матрицы состояния системы. С помощью 
процедуры сингулярного разложения критериальных матриц получена 
количественная оценка потенциального вырождения многомерной 
системы в виде функционалов вырождения.  

Разработанный подход позволяет дать не только количественную 
оценку конфигурации системы управления, а также открывает 
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возможности для рассмотрения возможных путей модернизации ее 
структуры. Подход проиллюстрирован на примере многоканальной 
непрерывной системы, сепаратные каналы которой обладают 
разнотемповыми динамическими свойствами. Показано, как с помощью 
корректирующей матрицы на входе можно добиться 
единичного (максимального) значения глобального функционала 
вырождения. Это является показателем того, что многомерная 
непрерывная система функционирует без вырождения и потоки заявок, 
поступающие на вход каждого из ее сепаратных каналов, по своей 
скорости согласованы с полосой пропускания этих каналов.  
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A PRIORI CONTROL OF POTENTIAL DEGENERATION OF 

CONTINUOUS MULTICHANNEL DYNAMIC SYSTEMS 
 

Dudarenko N., Vunder N. A Priori Estimation of Potential Degeneration of Continuous 
Multichannel Dynamic Systems. 

Abstract. The problem of a priory control of potential degeneration of continuous 
multichannel dynamic systems is considered in the paper. Degeneracy is a property of a system 
describing operability of a multichannel dynamic system together with the basic properties of 
stability, reliability and invariance to the changing conditions. An assessment of potential 
generation of a system and its configuration together with the interconnections and polynomial 
exogenous signal is proposed. Degeneration process of a multichannel dynamic systems is a 
process of the rank reducing of the linear operator of the system. This statement is a basic concept 
of the degeneration factors approach. Algebraic properties of the matrix of the system’s operator 
is considered, and the matrix is named as the criterion matrix. Degeneration factor is calculated 
with the singular values of the criterion matrix. The global degeneration factor is conditional 
number of the criterion matrix of a system. In contrast to previous solutions it is proposed to 
form the criterion matrix of a system with the resolvent of its state matrix. Deparameterization 
of the linear algebraic problem is realized by additive decomposition of the output vector of the 
system by derivatives of the exogenous signal, and the steady-state mode of the system is 
considered. The procedure of a priori estimation of degeneration of continuous multichannel 
dynamic systems is proposed. The ways to achieve the required value of degeneration of the 
criterion matrix of the system with the modal control methods are discussed. The paper is 
supported with examples. 

Keywords: Degeneration, Multichannel System, Singular Value Decomposition, Criterion 
Matrix. 
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МОДЕЛЬ ЦЕНТРАЛИЗОВАННОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ 
ЭЛЕМЕНТОВ СЕТЕЙ ЦИФРОВОЙ РАДИОСВЯЗИ СО 

СЛУЧАЙНЫМ МНОЖЕСТВЕННЫМ ДОСТУПОМ К СРЕДЕ 
ТИПА CSMA/CA 

 
Перегудов М.А., Стешковой А.С. Модель централизованной синхронизации 
элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным доступом к 
среде типа CSMA/CA. 

Аннотация. Большой интерес представляет централизованная синхронизация 
элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным доступом к 
среде типа CSMA/CA, от эффективности которой зависит процесс установления 
сеанса cвязи. При этом оценка эффективности централизованной синхронизации 
элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным доступом к 
среде типа CSMA/CA не проводилась. Также не проводилась оценка вклада 
потенциально возможных деструктивных воздействий со стороны злоумышленника в 
снижение эффективности такой синхронизации. Представлена аналитическая модель 
централизованной синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи со 
случайным множественным доступом к среде типа CSMA/CA. При теоретических 
исследованиях в модели используют вероятность успешной доставки 
синхронизирующего пакета, а при экспериментальных исследованиях — частоту 
успешной доставки такого пакета. Модель учитывает потенциально возможные 
деструктивные воздействия со стороны злоумышленника в аналитических 
выражениях для известных вероятностных показателей. Приведено 
экспериментальное исследование централизованной синхронизации элементов сети 
цифровой радиосвязи со случайным множественным доступом к среде типа 
CSMA/CA. В качестве такой сети рассмотрена наиболее распространенная сеть 
цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi). Результаты экспериментального 
исследования отличаются от результатов теоретического исследования 
незначительно, что свидетельствует об адекватности разработанной аналитической 
модели. Установлено, во-первых, что вероятность успешной доставки 
синхронизирующего пакета не зависит от количества абонентских терминалов в сетях 
цифровой радиосвязи; во-вторых, при средней длительности передачи пакета данных 
таким терминалом меньше 0,85 мс целесообразно использовать не случайный, а 
зарезервированный множественный доступ к среде, а, в-третьих, централизованная 
синхронизация устойчива к деструктивным воздействиям. Модель применима при 
проектировании сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным доступом 
к среде типа CSMA/CA, а также при оптимизации работы таких сетей. 

Ключевые слова: аналитическая модель, централизованная синхронизация, сеть 
цифровой радиосвязи, случайный множественный доступ к среде, CSMA/CA, 
деструктивное воздействие, вероятность передачи. 

 

1. Введение. Сегодня особое внимание уделяется оцениванию 
эффективности функционирования сетей цифровой радиосвязи. Данная 
оценка необходима, с одной стороны, на этапе проектирования таких 
сетей, а с другой — на этапе их эксплуатации, причем в условиях де-
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структивных воздействий. Цель данных воздействий — нарушение кон-
фиденциальности, целостности и доступности информации легитимных 
элементов сети цифровой радиосвязи. Они реализуются и на физиче-
ском, и на канальном, и даже на вышестоящих уровнях сетей цифровой 
радиосвязи. Причем наиболее опасными являются деструктивные воз-
действия, реализуемые на канальном уровне сетей цифровой радио-
связи, так как данный уровень отвечает за доступ абонентских термина-
лов к среде передачи данных. 

К основным процедурам канального уровня сетей цифровой 
радиосвязи относятся процедуры синхронизации, случайного 
множественного доступа к среде, зарезервированного доступа к среде 
и управления мощностью передатчиков абонентских терминалов. 
Причем при отсутствии синхронизации элементов сетей цифровой 
радиосвязи функционирование остальных процедур канального 
уровня невозможно. В [1-4] приведены аналитические модели 
случайного множественного доступа к среде, зарезервированного 
доступа к среде и управления мощностью передатчиков абонентских 
терминалов в условиях деструктивных воздействий. Однако модели 
синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи в условиях 
деструктивных воздействий нет, поэтому оценить вклад 
деструктивных воздействий в снижение эффективности 
синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи и, как 
следствие, на этапе эксплуатации своевременно скорректировать 
значения характеристик таких сетей в целях обеспечения их 
оптимального функционирования не представляется возможным. 

Одними из основных способов синхронизации элементов сетей 
цифровой радиосвязи являются широковещательная рассылка сред-
ством коммутации и управления (централизованный способ) и або-
нентскими терминалами (распределенный способ) синхронизирую-
щих пакетов. Модели синхронизации элементов сетей цифровой ра-
диосвязи приведены в работах [5-14]. Однако модели [5-13] не учи-
тывают централизованный способ синхронизации элементов сетей 
цифровой радиосвязи (далее — централизованная синхронизация), а 
модель [14] не позволяет количественно оценить эффективность та-
кой синхронизации. Данная синхронизация применяется в сетях циф-
ровой радиосвязи со случайным множественным доступом к среде 
типа CSMA/CA. К ним относятся сети цифровой радиосвязи стандар-
тов IEEE 802.11 (Wi-Fi), IEEE 802.15.1 (Bluetooth), IEEE 
802.15.4 (ZigBee) [15-17], которые сегодня используются в каждом 
доме. Также в таких сетях известно множество деструктивных воз-
действий [4, 18-23] со стороны злоумышленника. 
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Цель работы — разработать аналитическую модель централизо-
ванной синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи с случай-
ным множественным доступом к среде типа CSMA/CA, позволяющей 
количественно оценивать эффективность такой синхронизации в усло-
виях деструктивных воздействий. 

2. Анализ существующих работ. В настоящее время известен 
ряд трудов [5-14], в которых приведены модели синхронизации эле-
ментов сетей цифровой радиосвязи. В моделях [5-13] оценивается эф-
фективность распределенной синхронизации элементов самооргани-
зующихся сетей цифровой радиосвязи с использованием времени, за-
трачиваемого на синхронизацию элементов таких сетей [5-6], раз-
ницы локального времени между всеми такими элементами [7-10] и 
вероятности успешной доставки синхронизирующих пакетов [11] при 
условии масштабируемости самоорганизующихся сетей цифровой 
радиосвязи [12-13]. Причем во всех моделях, кроме [11], рассмотрены 
самоорганизующиеся сети цифровой радиосвязи со случайным мно-
жественным доступом к среде типа CSMA/CA. В [14] представлена 
модель централизованной синхронизации элементов сетей цифровой 
радиосвязи со случайным множественным доступом к среде типа 
CSMA/CA, в которой в качестве показателя эффективности синхро-
низации элементов таких сетей используется среднее время успешной 
доставки синхронизирующего пакета. Однако с помощью такого по-
казателя оценить эффективность централизованной синхронизации 
элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным 
доступом к среде типа CSMA/CA возможно только качественно. 
Также существующие модели не оценивают влияния потенциально 
возможных деструктивных воздействий со стороны злоумышлен-
ника. Таким образом, разработка аналитической модели, позволяю-
щей количественно оценивать эффективность централизованной син-
хронизации элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным 
множественным доступом к среде типа CSMA/CA в условиях де-
структивных воздействий, является актуальной задачей. 

3. Описательная модель централизованной синхронизации 
элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множествен-
ным доступом к среде типа CSMA/CA в условиях деструктивных 
воздействий. В результате анализа описаний функционирования про-
цедуры синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи стан-
дартов IEEE 802.11 (Wi-Fi), IEEE 802.15.1 (Bluetooth), IEEE 
802.15.4 (ZigBee), приведенных в спецификациях [15-17], и учета по-
тенциально возможных деструктивных воздействий [4, 18-23] пред-
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ложена обобщенная описательная модель централизованной синхро-
низации элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множе-
ственным доступом к среде типа CSMA/CA в виде представленной на 
рисунке 1 функциональной схемы, в состав которой входят средство 
коммутации и управления, абонентские терминалы и злоумышлен-
ник. В качестве средства коммутации и управления может выступать 
точка доступа или ведущий радиомост. 
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Рис. 1. Функциональная схема централизованной синхронизации элементов 
сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным доступом типа 

CSMA/CA в условиях деструктивных воздействий 
 
В сетях цифровой радиосвязи со случайным множественным 

доступом к среде типа CSMA/CA абонентскими терминалами и сред-
ством коммутации и управления осуществляются на конкурирующей 
основе с вероятностью p передачи пакетов данных. При этом среди 
пакетов данных встречаются не только пакеты пользовательских дан-
ных, но и пакеты служебных данных, отвечающие за установление, 
поддержание и прекращение сеанса связи. К пакетам служебных дан-
ных относятся пакеты синхронизирующих данных (далее – синхро-
низирующие пакеты). При централизованной синхронизации элемен-
тов сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным досту-
пом к среде типа CSMA/CA широковещательная рассылка синхрони-
зирующих пакетов осуществляется только средством коммутации и 
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управления. При передаче синхронизирующего пакета средством 
коммутации и управления используется уменьшенный межпакетный 
интервал, что обеспечивает приоритетную передачу такого пакета в 
канале передачи данных со случайным множественным доступом к 
среде типа CSMA/CA относительно пакетов пользовательских и слу-
жебных данных, отвечающих за установление сеанса связи. Причем 
передача синхронизирующего пакета осуществляется периодически 
каждый раз в начале повторяющегося интервала синхронизации, за-
даваемого средством коммутации и управления, при свободном ка-
нале передачи данных или по окончанию передачи абонентским тер-
миналом. Однако средство коммутации и управления не рассылает 
абонентским терминалам время начала и конца повторяющегося ин-
тервала синхронизации. В результате этого в канале передачи данных 
возможна коллизия синхронизирующего пакета с пакетом пользова-
тельских или служебных данных абонентского терминала (далее — 
коллизия синхронизирующего пакета). При получении синхронизи-
рующего пакета все абонентские терминалы устанавливают единое 
время в соответствии с принятым значением. Только с установлен-
ным единым временем для всех участников информационного взаи-
модействия в сетях цифровой радиосвязи возможно эффективное 
функционирование процедур случайного множественного доступа к 
среде типа CSMA/CA и управления мощностью передатчиков або-
нентских терминалов. 

Таким образом, при передаче средством коммутации и управле-
ния синхронизирующего пакета в сетях цифровой радиосвязи со слу-
чайным множественным доступом к среде типа CSMA/CA возможно 
наступление двух событий: 

 успешная доставка синхронизирующего пакета; 
 коллизия синхронизирующего пакета. 
На рисунке 2 представлены возможные исходы при передачи 

синхронизирующего пакета Beacon в сетях цифровой радиосвязи стан-
дарта IEEE 802.11 (Wi-Fi) с основным алгоритмом случайного множе-
ственного доступа к среде типа CSMA/CA [15]. 

В качестве уменьшенного межпакетного интервала в сетях 
цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi), учитываемого 
средством коммутации и управления перед передачей синхронизиру-
ющего пакета Beacon, используется межпакетный интервал PIFS. 
Межпакетный интервал PIFS меньше межпакетного интервала DIFS, 
учитываемого и абонентским терминалом, и средством коммутации и 
управления перед передачей пакетов пользовательских данных Data 
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и служебных данных RTS. При начале повторяющегося интервала 
синхронизации TBTT средство коммутации и управления осуществ-
ляет по истечении межпакетного интервала PIFS передачу синхрони-
зирующего пакета Beacon. При этом абонентский терминал отклады-
вает передачу, ожидает окончание передачи Beacon и по истечении 
межпакетного интервала DIFS передает пакет пользовательских дан-
ных Data или пакет служебных данных RTS, отвечающий за установ-
ление сеанса связи в зависимости от алгоритма случайного множе-
ственного доступа к среде типа CSMA/CA [15]. 
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Рис. 2. Возможные события при передаче средством коммутации и управления 
синхронизирующего пакета в сетях цифровой радиосвязи стандарта IEEE 

802.11 (Wi-Fi) 
 
Из анализа работ [4, 18-23] следует, что злоумышленник может 

осуществлять следующие деструктивные воздействия, направленные на 
создание коллизии синхронизирующего пакета: 

 передача пакетов данных от имени всех N легитимных эле-
ментов, входящих в атакуемую сеть, с вероятностью ∆p; 

 передача пакетов данных от имени любых K элементов, не 
входящих в атакуемую сеть, с вероятностью Dk; 

 формирование помехи на физическом уровне атакуемой сети 
с вероятностью Pf. 

4. Аналитическая модель централизованной синхрониза-
ции элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множе-
ственным доступом к среде типа CSMA/CA в условиях деструк-
тивных воздействий. Из приведенной описательной модели центра-
лизованной синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи со 
случайным множественным доступом к среде типа CSMA/CA в усло-
виях деструктивных воздействий видно, что для доведения до каж-
дого абонентского терминала единого времени требуется в каждом 
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повторяющемся интервале синхронизации успешно передавать сред-
ством коммутации и управления синхронизирующий пакет. Поэтому 
в качестве показателя эффективности централизованной синхрониза-
ции элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множе-
ственным доступом к среде типа CSMA/CA предлагается использо-
вать вероятность успешной доставки средством коммутации и управ-
ления синхронизирующего пакета до каждого абонентского терми-
нала в каждом повторяющемся интервале синхронизации (далее — 
вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета). 

Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета syn  

будем определять как отношение среднего времени успешной доставки 
синхронизирующего пакета от момента начала повторяющегося интервала 
синхронизации без учета возможной коллизии такого пакета BATSCT  (бла-

гоприятный исход передачи синхронизирующего пакета) к среднему вре-
мени успешной доставки синхронизирующего пакета с учетом коллизии 

BATT  (общее число исходов передачи синхронизирующего пакета): 
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Однако приведенная вероятность успешной доставки синхрони-
зирующего пакета может использоваться только при теоретических ис-
следованиях, так как на практике из-за отсутствия рассылки средством 
коммутации и управления информации о повторяющемся интервале 
синхронизации неизвестно время начала такого интервала. Поэтому для 
экспериментальных исследований предлагается использовать в каче-
стве показателя частоту успешной доставки синхронизирующего па-
кета, определяемую следующим выражением: 

 

0

1

( )
,

( )syn
T S

T S
 




 (2)

 
где S0 — состояние функционирования сети цифровой радиосвязи при 
условии отсутствия передач пакетов пользовательских данных; S1 — со-
стояние функционирования сети цифровой радиосвязи при условии 
наличия передач таких пакетов; ΔT — среднее время между появлени-
ями синхронизирующего пакета в канале передачи данных. 

В состоянии S0 при отсутствии пакетов пользовательских данных 
в канале передачи данных синхронизирующий пакет всегда будет 
успешно доставлен элементам сети цифровой радиосвязи, а в состоянии 
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S1 возможна коллизия синхронизирующего пакета с пакетом пользова-
тельских данных. 

Среднее время между появлениями i+1 и i-го синхронизирую-
щих пакетов в канале передачи данных рассчитывается по формуле: 

 

 
1

1

,

K

syn syn
i

i i
T T

T
K





 


 
(3) 

 

где syni
T  — время появления i-го синхронизирующего пакета в канале 

передачи данных; K — количество повторяющихся интервалов синхро-
низации, определяющееся длительностью эксперимента. 

Для расчета вероятности успешной доставки синхронизирую-
щего пакета определим среднее время успешной доставки синхрони-
зирующего пакета от момента начала повторяющегося интервала син-
хронизации (далее — среднее время успешной доставки синхронизи-

рующего пакета) BATT  на примере стандарта цифровой радиосвязи 
IEEE 802.11 (Wi-Fi). 

С учетом описания известного события успешной доставки 
синхронизирующего пакета [14] и возможной коллизии синхронизи-
рующего пакета в канале передачи данных среднее время успешной 
доставки синхронизирующего пакета примет уточненное графиче-
ское отображение, представленное на рисунке 3, в зависимо-
сти от времени после окончания подтверждения передачи абонент-
ским терминалом. 

В насыщенных сетях цифровой радиосвязи со случайным мно-
жественным доступом к среде типа CSMA/CA, к которым относятся 
и сети цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi), передачи 
пакетов данных следуют друг за другом [4, 24]. При этом по оконча-
нии подтверждения передачи абонентским терминалом по истечении 
межпакетного интервала DIFS длительностью TDIFS готов к передаче 
другой абонентский терминал или средство коммутации и управле-

ния. Причем передача осуществляется с общей длительностью mT . 
Однако между такими передачами при наступлении повторяющегося 
интервала синхронизации TBTT длительностью TTBTT средство комму-
тации и управления отправляет приоритетный синхронизирующий 
пакет Beacon. С учетом рисунка 3 рассмотрим полное описание воз-
можных событий успешной доставки и коллизии синхронизирую-
щего пакета Beacon и соответствующее этим событиям среднее время 
успешной доставки такого синхронизирующего пакета. 
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τ 2τ t

S1 

S2 
S3 

TBAT

__

TTBTT+TBAT

__

Tm+2TPIFS-τ 

__

Tm+TPIFS 

__

TPIFS 

TDIFS Tm+TDIFS 

__

Рис. 3. Зависимость среднего времени успешной доставки синхронизирующего 
пакета от времени после окончания подтверждения передачи абонентским 

терминалом 

 
1. Если повторяющийся интервал синхронизации TBTT наступит 

в течение временного интервала τ после окончания передачи абонент-
ским терминалом, то произойдет успешная доставка синхронизирую-
щего пакета Beacon по истечении межпакетного интервала PIFS. При 
этом среднее время успешной доставки синхронизирующего пакета 
равняется длительности TPIFS. 

2. Если повторяющийся интервал синхронизации TBTT насту-
пит по истечении временного интервала τ после окончания передачи 
абонентским терминалом, то произойдет коллизия синхронизирую-
щего пакета Beacon и его повторная передача может осуществиться в 
следующем интервале TBTT. При этом среднее время успешной до-
ставки синхронизирующего пакета увеличится на длительность по-
вторяющегося интервала синхронизации TBTT и, соответственно, 
равняется BAT TBTTT T . 

3. Если повторяющийся интервал синхронизации TBTT насту-
пит по истечении двух временных интервалов τ после окончания пе-
редачи абонентским терминалом, то произойдет успешная доставка 
синхронизирующего пакета Beacon только уже по окончании пере-
дачи пакета данных абонентским терминалом. При этом сред-
нее время успешной доставки синхронизирующего пакета равня-
ется 2m PIFST T   . 
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Пункт 3 описывает занятость канала передачи данных при 
наступлении повторяющегося интервала синхронизации TBTT. 

Из рисунка 3 видно, что среднее время успешной доставки син-
хронизирующего пакета определяется как отношение суммы площадей 
прямоугольника, трапеции и треугольника, образующей площадь под 
кривой, к основанию: 

 

2

1 2 3

( ) ( )
,

2( ) 2( )

BAT

m DIFS

BATTBTT m m PIFS
PIFS

m DIFS m DIFS
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 
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  

 

 (4)

 

где mT  — средняя длительность передачи пакета данных абонентским 

терминалом; TTBTT — длительность повторяющегося интервала синхро-
низации TBTT; TPIFS — длительность межпакетного интервала PIFS; 
TDIFS — длительность межпакетного интервала DIFS; τ — длительность 
минимального временного интервала, из которого состоят межпакет-
ные интервалы и пакеты данных. 

Выражение (4) справедливо для насыщенных сетей цифровой 
радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi). Однако на практике такие 
сети не всегда насыщены и их канал передачи данных может проста-
ивать. Поэтому уточним выражение (4) в части коэффициентов ka и kb 
перед слагаемыми, учитывающими коллизию синхронизирующего 
пакета Beacon и его успешную передачу в результате занятости ка-
нала передачи данных: 

 

2( ) ( )
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2( ) 2( )

BATTBTT m m PIFS
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m DIFS m DIFS
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T T k k

T T T T
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  

 
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где ka — коэффициент создания коллизии синхронизирующего пакета 
Beacon в сети цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi); kb — 
коэффициент занятости канала передачи данных. 

В левой и правой частях равенства (5) содержится искомый по-
казатель — среднее время успешной доставки синхронизирующего па-
кета. Поэтому (5) преобразуем к виду: 
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Исключив из выражения (6) слагаемые в числителе и знамена-
теле, учитывающие коллизию синхронизирующего пакета Beacon, по-
лучим среднее время успешной доставки синхронизирующего пакета 
без учета возможной коллизии такого пакета: 

 
2( )
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m PIFS

BAT PIFS b
m DIFS

SC
T T

T T k
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С учетом рисунка 3 коэффициент создания коллизии синхрони-

зирующего пакета Beacon определим как часть времени, в течении ко-
торого возникает коллизия синхронизирующего пакета Beacon: 
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где 

1trN
P


 — вероятность занятости канала передачи данных одним из 

N-1 элементом сети цифровой радиосвязи; 
1frN

P


 — вероятность сво-

бодного канала передачи данных при N-1 элементе такой сети. 
В соответствии с [14] коэффициент занятости канала передачи 

данных определяется по формуле: 
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где 

1scN
P


 — вероятность успешной доставки пакета данных одним из 

N-1 элементом сети; 
1clN

P


 — вероятность создания коллизии N-1 эле-

ментом сети; Tsc — средняя длительность успешной передачи пакета 
данных; Tcl — средняя длительность коллизии. 

Из аналитических выражений вероятностей свободного канала, 
успешной доставки пакета данных и создания коллизии для N элемен-
тов сети цифровой радиосвязи, приведенных в работе [4], получим ана-
логичные вероятности только для N-1 элемента такой сети: 
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где N — общее количество элементов в сети цифровой радиосвязи 
стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi); p — вероятность передачи абонент-
ским терминалом или средством коммутации и управления пакета 
данных; ∆p — вероятность передачи злоумышленником пакетов дан-
ных от имени всех N легитимных элементов, входящих в атакуемую 
сеть; Dk — вероятность передачи злоумышленником пакетов дан-
ных от имени любых K элементов, не входящих в атакуемую 
сеть; Pf — вероятность формирования помехи на физическом 
уровне атакуемой сети. 

Выражения (10) описывают случайный множественной доступ 
к среде. В сетях цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi) 
используется при централизованной синхронизации ее элемен-
тов случайный множественный доступ к среде типа CSMA/CA. Осо-
бенность случайного множественного доступа к среде 
типа CSMA/CA в условиях деструктивных воздействий [4] заключена 
в системе уравнений: 
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 (11) 

 

где W0 — значение счетчика отсрочки повторной передачи; m — коли-
чество повторных попыток передач. 

Решив систему уравнений (11), определим вероятности p, 

1trN
P


 и trN

P , которые являются  исходными данными для выраже-

ний (8), (9) и (10). 
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В соответствии с [4] и [15] для основного алгоритма случайного 
множественного доступа к среде типа CSMA/CA в сетях цифровой ра-
диосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi) средние длительности передачи 
пакета данных абонентским терминалом, создания коллизии и успеш-
ной передачи такого пакета определяются выражениями: 
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а для дополнительного алгоритма случайного множественного доступа 
к среде типа CSMA/CA в таких сетях они примут вид: 
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(13) 

 

где dataT  — средняя длительность передачи пакета пользовательских 
данных Data; TAck — длительность пакета Ack подтверждения успешной 
доставки пакета пользовательских данных Data; TRts — длительность 
пакета Rts запроса на получение доступа к среде; TCts — длительность 
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пакета Cts подтверждения успешной доставки пакета Rts; TSIFS — дли-
тельность межпакетного интервала SIFS; σ — задержка распростране-
ния сигнала; E[Pz] — средняя длительность передачи пакета данных 
злоумышленника или помехи на физическом уровне атакуемой сети. 

Средняя длительность передачи пакета пользовательских дан-
ных Data [15] определяется выражением: 

 

22 ( )8
4( ),

4
dataheader

data preamble signalExtension
L L

T T T
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 
    (14) 

 

где Tpreamble — длительность преамбулы пакета пользовательских данных Data; 
TsignalExtension — длительность поля расширения сигнала; Lheader — объем заголовка 

полезной нагрузки пакета Data; dataL  — средний объем полезной нагрузки па-
кета Data; R — скорость передачи пакета Data. 

Учитывая возможные значения объема полезной нагрузки па-
кета пользовательских данных Data, передаваемой каждым элементом 
сети цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11 (Wi-Fi), получим в та-
кой сети средний объем полезной нагрузки пакета пользовательских 
данных Data в виде: 
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data
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i
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(15) 

 

где dataiL  — объем полезной нагрузки пакета пользовательских данных 

Data, передаваемой i-ым элементом сети цифровой радиосвязи стан-
дарта IEEE 802.11 (Wi-Fi). 

С учетом рассмотренных показателей в аналитической модели 
предлагается использовать систему показателей эффективности центра-
лизованной синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи со 
случайным множественным доступом к среде типа CSMA/CA, пред-
ставленную на рисунке 4. 

Из приведенной на рисунке 4 системы показателей видно, что, 
во-первых, вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета 
зависит от вероятностных и временных показателей случайного множе-
ственного доступа к среде, во-вторых, такая вероятность может исполь-
зоваться не только в сетях цифровой радиосвязи со случайным множе-
ственным доступом к среде типа CSMA/CA, но и в сетях цифровой ра-
диосвязи со случайным множественным доступом к среде типа ALOHA, 
S-ALOHA и другим, учитывающих централизованный способ синхро-
низации их элементов. 
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Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета
при централизованной синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи 

Вероятность 
успешной 
передачи
 пакета
 данных

Значение 
счетчика 
отсрочки 

повторной 
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элементов 

в сети

Количество 
повторных 
попыток 
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создания 
коллизии

Вероятность  
занятости 

канала связи 

Среднее временя успешной 
передачи 

синхронизирующего 
пакета без учета его 

коллизии

Среднее время успешной передачи 
синхронизирующего пакета с учетом его 

коллизии

Вероятность передачи пакета данных

Случайный множественный доступ к среде типа CSMA/CA

Вероятность 
формирования 

помехи на 
физическом 

уровне 
ЭМВОС

Вероятность 
передачи  
злоумыш-
ленником 
пакетов 

данных от 
имени K 

элементов, не 
входящих в 
атакуемую 

сеть

 Вероятность 
передачи 
злоумыш-
ленником  
пакетов 

данных от 
имени N 

легитимных 
элементов, 
входящих в 
атакуемую 

сеть

Исходные данные 

Длительности 
межпакетных 
интервалов 

 Минимальный временной 
интервал  

Длительность 
повторяющегося интервала 

синхронизации  

 – Новый показатель – Существующий показатель
 – Уточненный показатель

Средняя 
длительность 

успешной 
передачи

Средняя 
длительность 

создания 
коллизии

Средняя 
длительность  

передачи

Длительности 
пакетов данных 

 
Рис. 4. Система показателей эффективности централизованной синхронизации 
элементов сетей цифровой радиосвязи со случайным множественным досту-

пом к среде типа CSMA/CA 
 

5. Описание экспериментального исследования. При экспери-
ментальном исследовании разворачивалась сеть цифровой радиосвязи 
стандарта IEEE 802.11n (Wi-Fi), состоящая из двух - семи элементов. 
Стандарт IEEE 802.11n (Wi-Fi) является одной из реализаций стандарта 
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IEEE 802.11 (Wi-Fi). В развернутой сети осуществлялся информацион-
ный обмен между каждым абонентским терминалом и точкой доступа с 
общим количеством пакетов данных Ntr. 

Захват пакетов данных в канале передачи данных сети цифровой 
радиосвязи стандарта IEEE 802.11n (Wi-Fi) и их анализ осуществлялся 
с использованием системы оптимизации работы сетей цифровой радио-
связи и обнаружения деструктивных воздействий, состоящей из прием-
ного устройства, устройства вывода результатов и ПЭВМ с программ-
ным средством анализа сетевого трафика и комплексом оптимизации 
работы сетей цифровой радиосвязи [25]. Причем одним из средств про-
граммного комплекса оптимизации работы сетей цифровой радиосвязи 
является средство оценки эффективности синхронизации. В качестве 
приемного устройства использовали Wi-Fi адаптер Alfa AWUS036ACH. 

Структурная схема экспериментальной оценки эффективности 
централизованной синхронизации для сети цифровой радиосвязи стан-
дарта IEEE 802.11n (Wi-Fi), состоящей из семи элементов, приведена на 
рисунке 5. 

 

Сеть цифровой радиосвязи 
стандарта IEEE 802.11n

Точка 
доступа

АТ 3 АТ 4 АТ 5 АТ 6

Система оптимизации работы 
сетей цифровой радиосвязи и 

обнаружения деструктивных воздействий

АТ 1 АТ 2

Ntr

Ntr

K
Tsyni

ηsyn 

Программный
 комплекс оптимизации 

работы  сетей 
цифровой радиосвязи

КАНАЛ ПЕРЕДАЧИ 
ДАННЫХ

 
Рис. 5. Структурная схема экспериментальной оценки эффективности 

централизованной синхронизации для сети цифровой радиосвязи стандарта 
IEEE 802.11n (Wi-Fi), состоящей из семи элементов 

 

Из захваченных пакетов данных с использованием программного 
средства анализа сетевого трафика выделяют синхронизирующие па-
кеты точек доступа и упорядочивают по времени их появления, как по-
казано на рисунке 6. 
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МАС источн. Протокол Время Сигнал
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:34,789822 -52
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:34,888047 -68
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:34,998690 -55
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,096938 -72
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,195294 -81
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,305909 -68
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,404167 -58
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,502422 -63
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,613042 -59
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,711410 -64
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,809661 -80
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:35,920280 -55
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:36,018655 -65
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:36,116903 -45
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:36,227514 -70
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:36,325757 -71
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:36,424137 -63
B0:48:7A:D6:3B:9A MNGT/BEACON 12:42:36,534630 -65

Tsyni

 
Рис. 6. Определение времени появления синхронизирующего пакета 

 

На основании полученных значений syni
T  в соответствии с выра-

жениями (2) и (3) для различного количества элементов в развернутой 
сети определялись: 

 среднее время между появлениями синхронизирующего па-
кета в канале передачи данных ΔT(S0) при условии отсутствия передач 
пакетов пользовательских данных; 

 среднее время между появлениями синхронизирующего па-
кета в канале передачи данных ΔT(S1) при условии наличия передач па-
кетов пользовательских данных; 

 частота успешной доставки синхронизирующего пакета .syn  

6. Результаты теоретического и экспериментального исследова-
ний. При теоретическом и экспериментальном исследованиях рассматри-
валась сеть цифровой радиосвязи стандарта 802.11n. Основные характери-
стики исследуемой сети цифровой радиосвязи приведены в таблице 1. 

 

Таблица 1. Основные параметры исследуемой сети цифровой радиосвязи 
Параметр Значение

Длительность межпакетного интервала PIFS TPIFS, мкс 19
Длительность межпакетного интервала DIFS TDIFS, мкс 28
Значение счетчика отсрочки повторной передачи W0, слот 16
Количество повторных попыток передач m, раз 5
Длительность временного слота τ, мкс 9
Задержка распространения сигнала δ, мкс 1
Длительность повторяющегося интервала синхронизации TBTT
TTBTT, мкс 

105 
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Результаты теоретического и экспериментального исследований 
приведены на рисунках 7–13. 

 

 
Рис. 7. Зависимость коэффициента создания коллизии синхронизирующего 

пакета от количества элементов в сети цифровой радиосвязи 
 

  

Рис. 8. Среднее временя успешной доставки синхронизирующего пакета с 
учетом его коллизии и без ее учета 
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Рис. 9. Вероятность и частота успешной доставки синхронизирующего пакета 
при теоретическом и экспериментальном исследованиях 

 

 
Рис. 10. Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета при раз-

личных значениях средней длительности передачи пакета данных абонентским 
терминалом 
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Рис. 11. Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета при 

различных значениях скорости передачи пакетов данных 
 

 
Рис. 12. Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета при 

базовом и дополнительном алгоритмах случайного множественного доступа к 
среде типа CSMA/CA 
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Рис. 13. Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета в 

условиях деструктивных воздействий 
 

Из анализа результатов, приведенных на рисунках 7-13, следует. 
1. С ростом количества абонентских терминалов ни коэффициент 

создания коллизии синхронизирующего пакета (рис. 7), ни среднее вре-
мени успешной его доставки (рис. 8) практически не меняются, то есть 
они незначительно зависят от коллизий, вызванных столкновением паке-
тов данных таких терминалов. Однако уменьшение средней длительно-
сти передачи пакета данных абонентским терминалом приводит к увели-
чению такого коэффициента и, как следствие, к снижению такого сред-
него времени. При этом значительно растет вклад коллизии синхронизи-
рующего пакета в среднее время успешной его доставки. При наличии 
только средства коммутации и управления в сети цифровой радиосвязи 
среднее временя успешной доставки синхронизирующего пакета эквива-
лентно длительности межпакетного интервала PIFS. Все это подтвер-
ждает правильность описания реального процесса централизованной син-
хронизации элементов, протекающего в сетях цифровой радиосвязи со 
случайным множественным доступом к среде типа CSMA/CA. 

2. В сетях цифровой радиосвязи, состоящих из двух и более 
элементов, вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета 
не зависит от количества элементов в таких сетях. При этом результаты 
экспериментального исследования практически совпадают с результа-
тами теоретического исследования и отличаются на сотые доли числа, 
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что в свою очередь подтверждает адекватность разработанной аналити-
ческой модели (рис. 9). 

3. С уменьшением средней длительности передачи пакета данных 
абонентским терминалом снижается вероятность успешной доставки 
синхронизирующего пакета (рис. 10). Причем при минимально 
возможной средней длительности передачи вероятность успешной до-
ставки синхронизирующего пакета снизилась почти в 2,5 раза. Такое сни-
жение связано с значительным ростом коллизий синхронизирующего па-
кета. Аналогичная ситуация и с увеличением скорости передачи пакетов 
данных (рис. 11), так как с увеличением скорости уменьшается средняя 
длительность передачи пакета данных абонентским терминалом. 

4. Использование средней длительности передачи данных або-
нентским терминалом более 0,85 мс позволяет обеспечить вероятность 
успешной доставки синхронизирующих пакетов близкой к единице. В 
сетях цифровой радиосвязи со средней длительностью передачи пакета 
данных абонентским терминалом меньше 0,85 мс также для 
обеспечения вероятности успешной доставки синхронизирующего па-
кета близкой к единице необходимо применять не случайнный, а 
зарезервированный множественный доступ к среде, например в сетях 
цифровой радиосвязи стандарта IEEE 802.11n – PCF. 

5. Вероятность успешной доставки синхронизирующего пакета 
как для базового, так и для дополнительного алгоритмов случайного 
множественного доступа к среде типа CSMA/CA вне зависимости от 
скорости передачи пакетов данных практически одинакова, отличается 
на тысячные доли числа (рисунок 12). 

6. Централизованная синхронизация элементов сетей цифровой 
радиосвязи со случайным множественным доступом к среде типа 
CSMA/CA устойчива к деструктивным воздействиям (рисунок 13).  
И только при постоянной передачи злоумышленником пакетов данных 
в каждом временном интервале эффективность такой синхронизации 
стремится к нулю. 

7. Заключение. Разработана аналитическая модель централи-
зованной синхронизации элементов сетей цифровой радиосвязи, поз-
воляющая определять вероятность (частоту) успешной доставки син-
хронизирующего пакета в условиях деструктивных воздействий с 
учетом вероятностей и средних длительностей успешной передачи и 
создания коллизии случайного множественного доступа к среде типа 
CSMA/CA. Проведены исследования, теоретические и эксперимен-
тальные результаты которых практически совпали, что подтверждает 
адекватность разработанной модели. При этом получили, что при 
средней длительности передачи пакета данных абонентским терми-
налом меньше 0,85 мс целесообразно использовать в сетях цифровой 
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радиосвязи не случайный, а зарезервированный множественный до-
ступ к среде. Модель применима при проектировании сетей цифровой 
радиосвязи со случайным множественным доступом к среде типа 
CSMA/CA, а также при оптимизации работы таких сетей. 
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САМООРГАНИЗУЮЩЕЕСЯ B2B-ПРЕДПРИЯТИЕ 
РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ФОТОГРАММЕТРИЧЕСКОЙ 

ОБРАБОТКИ ИЗОБРАЖЕНИЙ МЕСТНОСТИ В ЕТРИС 
 

Карсаев О.В., Шуклин И.И., Ющенко С.П. Самоорганизующееся B2B-предприятие 
распределенной фотограмметрической обработки изображений местности в ЕТРИС. 

Аннотация. Рассмотрен подход к динамическому формированию (корректировке) 
расписаний распределенной фотограмметрической обработки изображений местности в 
сети наземных центров из состава Единой территориально-распределенной 
информационной системы приема и обработки данных дистанционного зондирования 
Земли из космоса. Имея целью наиболее полное удовлетворение требований 
потребителей к материалам космической съемки необходимых территорий, подход 
предусматривает формирование самоорганизующегося B2B-предприятия в указанной 
сети, обеспечивающего привлечение информационных, программных и аппаратных 
ресурсов наземных центров различной ведомственной и иной принадлежности для 
фотограмметрической обработки любого из поступивших в Единую территориально-
распределенную информационную систему изображений местности. Показано, что поиск 
в узлах B2B-предприятия и заимствование требуемых ресурсов позволит наземным 
центрам гибко масштабировать физические и виртуальные средства 
фотограмметрической обработки данных дистанционного зондирования Земли, 
оперативно формировать их локальные структурно-функциональные организации в 
зависимости от текущих свойств потока заявок потребителей на получение данных 
дистанционного зондирования Земли в Единой территориально-распределенной 
информационной системе, характеристик потока материалов съемки местности от 
орбитальных средств мониторинга, а также учесть изобразительные и измерительные 
свойства изображений местности, подлежащих фотограмметрической обработке. 
Предложен способ усечения множества потенциальных исполнителей заявки в 
соответствии с имеющимися семантическими и другими ограничениями на состав 
искомого множества исполнителей. Также предложены механизмы стимулирования 
наземных центров к предоставлению простаивающих ресурсов узлам B2B-предприятия. 
Их основой является возможность получения денежного или иного вознаграждения того 
или иного наземного центра за участие в распределенном обслуживании заявки. Развитие 
известной модели самоорганизующегося B2B-предприятия формирует условия для более 
эффективной организации обслуживания потока заявок в Единой территориально-
распределенной информационной системе за счет привлечения незадействованных 
программных, информационных и аппаратных ресурсов наземных центров различной 
ведомственной принадлежности.  

Ключевые слова: данные дистанционного зондирования Земли из космоса, 
фотограмметрическая обработка изображений местности, B2B-предприятие. 

 
1. Введение. Возрастание числа, видов и сложности прикладных 

задач, решаемых с использованием данных дистанционного 
зондирования Земли (ДЗЗ), требует наращивания возможностей Единой 
территориально-распределенной информационной системы (ЕТРИС) [1]. 
В этой связи в наземные центры (НЦ) из состава ЕТРИС реализуются 

155SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS_____________________________________________



возможности использования материалов съемки местности от 
российских и зарубежных космических аппаратов в интересах 
формирования и предоставления потребителям широкой номенклатуры 
информационных продуктов различных уровней их обработки [2]. 
Реализуя современные подходы к формированию инфраструктуры 
приема и обработки данных ДЗЗ, в ЕТРИС в ближайшей перспективе 
должны быть объединены в сеть стационарные и мобильные НЦ 
различной ведомственной принадлежности, а их информационные 
ресурсы интегрированы в единое геоинформационное пространство. С 
этой же целью в ЕТРИС создаются Центры обработки данных на базе 
облачных технологий (ЦОД ОТ). 

В общем случае обслуживание заявки на предоставление данных 
ДЗЗ в ЕТРИС предусматривает прием от космических средств 
мониторинга материалов съемки местности, их фотометрическую, 
фотограмметрическую и тематическую обработки. Эти процессы 
реализуются в том ведомственном НЦ, в который поступила заявка. В 
перспективе, если ресурсов в этом НЦ окажется недостаточно, будет 
возможно воспользоваться услугами ЦОД ОТ.  

Очевидно, что в условиях постоянного роста числа заявок на 
предоставление данных ДЗЗ и увеличения состава и 
производительности орбитальной группировки средств мониторинга 
Земли уже в ближайшей перспективе в ЦОД ОТ появятся очереди на 
обработку изображений местности. При этом имеющиеся аппаратные, 
программные и информационные ресурсы многих НЦ будут оставаться 
невостребованными (простаивать).  

Объединение в сеть НЦ различной ведомственной 
принадлежности и формирование в ЕТРИС облачной среды открывает 
возможность организации взаимодействия наземных центров 
различной ведомственной принадлежности для совместного 
обслуживания любой из поступивших заявок на предоставление данных 
ДЗЗ. Это требует организации гибкого масштабирования физических и 
виртуальных средств обработки данных ДЗЗ, оперативного 
формирования их структурно-функциональной организации в 
зависимости от загрузки ЕТРИС и отдельных НЦ, требований 
потребителей и так далее.  

В первую очередь это относится к фотограмметрической 
обработке (ФГО), которой в той или иной степени подвергаются все 
получаемые из космоса изображения местности. При этом 
фотометрическая обработка является прерогативой тех НЦ, которые 
осуществляют прием материалов съемки местности от конкретных 
космических средств мониторинга. Наконец, тематическая обработка 
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практически каждого изображения местности в силу своей специфики 
выполняется экспертами в той или иной предметной области и обычно 
за пределами ЕТРИС. 

Учитывая изложенное в [3], предложена модель системы 
распределенной ФГО изображений местности в ЕТРИС, которая 
предусматривает взаимодействие НЦ различной ведомственной 
принадлежности при совместном обслуживании заявок на 
предоставление данных ДЗЗ. Показано, что организация такого 
взаимодействия может быть сведена к задаче динамического 
формирования (корректировки) расписаний распределенной ФГО с 
учетом приоритетов поступающих заявок, характеристик потока 
материалов съемки местности от орбитальных средств мониторинга, а 
также изобразительных и измерительных свойств изображений 
местности, подлежащих фотограмметрической обработке и тому 
подобное. Ниже рассмотрен подход к решению этой задачи. 

Анализ существа процессов в предлагаемой системе 
распределенной ФГО показал, что их реализация возможна при 
формировании в ЕТРИС самоорганизующейся производственной 
системы [4, 5]. При этом компоненты самоорганизующейся системы 
должны соответствовать следующим основным требованиям: 

– автономность, то есть быть в состоянии управлять 
собственными ресурсами для достижения своих целей без 
вмешательства извне; 

– способность воспринимать внешний мир и локально 
воздействовать на него; 

– наличие программных и/или физических элементов для 
взаимодействия с другими компонентами системы; 

– поддерживать организацию системы (устанавливать 
отношения между различными автономными компонентами) и иметь 
средства и возможность координации функционирования. 

Существующие подсистемы ФГО в НЦ соответствуют первым 
трем требованиям. Это обусловлено тем, что ЕТРИС является в целом 
децентрализованной системой, поскольку в каждый НЦПОР поступают 
заявки на получение данных ДЗЗ, которые он обслуживает. Кроме того, 
каждый НЦ обычно имеет в своем составе комплекс обмена данными с 
внешними системами. Одной из основных задач самоорганизующейся 
системы распределенной ФГО является координация 
функционирования различных НЦ. Под координацией понимается 
процесс согласования действий агентов в ходе решения некоторой 
общей задачи. В рассматриваемом случае – это процесс согласования 
использования ресурсов различных НЦ в ходе обслуживания потока 
заявок, поступающего в ЕТРИС. 
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К основным особенностям организации многоагентного 
распределенного выполнения ФГО материалов ДЗЗ можно отнести: 

– все НЦ участвуют в обслуживании заявок потребителей на 
получение поступающих в ЕТРИС данных ДЗЗ, составляя локальные 
расписания использования своих ресурсов; 

– ресурсы для выполнения распределенной ФГО может 
предоставить любой НЦ сети; 

– организация взаимодействия агентов (НЦ) должна 
предусматривать возможность гибкого изменения связей между ними в 
процессе выполнения распределенной ФГО, а также динамического 
изменения расписания использования ресурсов; 

– каждый НЦ сети обладает определенной «компетенцией» и 
решает «свой круг» задач при выполнении распределенной ФГО. 

Особенностями таких систем являются: наличие средств 
формирования расписаний распределенной реализации бизнес-
процессов, учет динамики изменения маркетинговой ситуации и так 
далее. Это определило выбор концепции B2B -сетей в качестве подхода 
к организации совместного функционирования НЦ различной 
ведомственной принадлежности. 

Заметим, что к настоящему времени в рамках этой концепции 
предложен ряд путей распределенной реализации бизнес-
процессов [4, 6]. При их практическом осуществлении обычно 
рассматриваются многоагентные B2B-предприятия. Вместе с тем не 
вполне исследованными остаются вопросы организации 
функционирования многоагентных B2B-предприятий с учетом 
специфики тех или иных приложений [7].  

Так, базовая модель многоагентного самоорганизующегося 
B2B-предприятия предложена в [8]. Но организация на ее основе 
распределенной ФГО в ЕТРИС не позволяет учесть ряд особенностей 
рассматриваемой предметной области, а именно: 

1) отсутствие механизмов стимулирования НЦ различной 
ведомственной принадлежности в части предоставления имеющихся 
информационных, программных и аппаратных ресурсов для 
обслуживания заявок, поступивших в другие НЦ; 

2) наличие в отдельных НЦ вполне определенных ограничений 
на предоставление некоторых из имеющихся информационных, 
программных (алгоритмических) и аппаратных ресурсов для 
обслуживания заявок, поступивших в другие НЦ; 

3) наличие в ЕТРИС коалиций НЦ, существование которых 
обусловлено, например, их принадлежностью одному 
министерству (ведомству), территории и тому подобное. Указанное 
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обстоятельство определяет, что наиболее высокими для этих НЦ 
всегда будут приоритеты заявок от организаций-участниц коалиции 
и тому подобное. 

2. Взаимодействие НЦ из состава ЕТРИС как узлов B2B -
предприятия. Проведенный анализ возможных путей учета указанных 
особенностей при формировании в ЕТРИС искомого B2B-предприятия 
позволил констатировать нижеследующее. 

Базовая модель B2B-предприятия предусматривает 
использование финансовых расчетов между узлами сети за 
предоставленные услуги или полученные материальные ресурсы. 
Вместе с тем в процессе совместного обслуживания заявок любой из НЦ 
может передавать в другие узлы B2B-предприятия некоторые из 
имеющихся информационных и/или программных (алгоритмических) 
ресурсов, предоставлять доступ к своим аппаратным ресурсам. 
Другими словами, в ЕТРИС возможен обмен не только финансовыми, 
но и другими ресурсами. Организация взаимодействия НЦ требует 
формирования механизмов для информационного и иных обменов, в 
определенном смысле эквивалентных финансовому.  

С учетом сказанного схематично представим 
самоорганизующееся B2B-предприятие распределенной ФГО 
изображений местности в виде, изображенном на рисунке 1. 
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Рис. 1. Схема B2B-предприятия распределенной ФГО  

159SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS_____________________________________________



Узлами B2B-предприятия являются подсистемы ФГО каждого 
из НЦ различной ведомственной принадлежности. Эти подсистемы 
формируют локальные расписания ФГО изображений при 
обслуживании заявок, поступающих в соответствующий НЦ. 
Локальное расписание корректируется при поступлении каждой 
новой заявки. 

Количество узлов в рассматриваемом B2B-предприятии не 
является постоянным: в произвольные моменты узлы могут 
присоединяться и выходить из него. Все НЦ, присоединившиеся к 
предприятию и готовые к совместной обработке потока заявок на 
предоставление данных ДЗЗ, являются равноправными. Другими 
словами, будем рассматривать модель открытого B2B-предприятия, 
функционирующего на основе парных взаимодействий (p2p) [3, 9]. 
Коммуникации узлов B2B-предприятия обеспечиваются набором 
оверлейных сетей, составляющих среду взаимодействия НЦ 
в ЕТРИС (рис. 2). Эта среда формируется с использованием ресурсов НЦ 
и средств информационно-телекоммуникационной среды ЕТРИС. 

Собственно, в узлы B2B-предприятия по территориальному, 
ведомственному или иному принципу поступают заявки на 
предоставление данных ДЗЗ. Распределенная ФГО изображений 
выполняется B2B-предприятием тогда, когда узел сети, в которую 
поступила заявка, не может ее обслужить с использованием 
имеющихся ресурсов.  

Положим, что процессом поиска исполнителей для 
фотограмметрической обработки изображений местности в интересах 
выполнения каждой такой заявки управляет узел, в который заявка 
поступила. Далее будем называть его планирующим узлом. Узлы, 
обладающие ресурсами для обслуживания заявки, будем называть 
потенциальными исполнителями. Наконец, узлы, предоставляющие 
ресурсы для обслуживания заявок, будем называть узлами-
исполнителями. 

Пусть рассматриваемое B2B-предприятие включает N узлов, 

совокупность которых обозначим   1

N
n n

C C


 , где nC  – n-й узел, 

соответствующий подсистеме ФГО n-го НЦ. Введем множество 
графов i  (  i ), которые могут быть построены при 

обслуживании i-й заявки. Любая дуга каждого из этих графов 
соответствует возможным информационным и экономическим связям 
между узлами в процессе обслуживания i-й заявки. Каждая дуга 
характеризует предоставление планирующему узлу некоторого 
ресурса одного из узлов предприятия [3].
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Рис. 2. Схема взаимодействия узлов B2B-предприятия в процессе распределенной ФГО изображений 
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В процессе выполнения этих процедур выбирается граф i  из i  

с такой структурой, при которой значение целевой функции  i
э

nF   

планирующего узла в области поиска  , заданной ограничениями, 
является максимальным. Тогда с учетом классической постановки 
задачи управления ресурсами [10] задачу поиска исполнителей заявки 
сформулируем следующим образом: 

 

 
 

  maxэ э
n i n iopt

Fэn i

F F


 


 , ii  , (1) 

 

где   – область поиска потенциальных исполнителей заявки, заданная 
ограничениями:  nRO  – на ресурсы, требуемые для обслуживания 

заявки;  CO  – на состав потенциальных исполнителей заявок; 

 CRO n   – на привлечение (предоставление) конкретных ресурсов 

конкретных узлов B2B-предприятия;  TO  – на допустимые временные 

интервалы обслуживания заявки.  
Таким образом, область поиска   представляет собой 

совокупность таких графов   из i , все центры C  которых обладают 

ресурсами nR , эквивалентными требуемым iR  для обслуживания 

заявки, свойства c  всех узлов графа на предоставление/получение 
ресурсов не противоречивы, эти узлы могут предоставлять ресурсы, 
требуемые для обслуживания заявки, и эти ресурсы не заняты в слоты 
времени трT , необходимые для своевременного обслуживания заявки. 

Тогда область, поиска   примет вид: 
 

   
, ,

: : ,
,

n i

n n тр

R R c o
C

R c o T R T
 

  
         





 (2) 

 

где  nRT  – слоты времени ресурсов nR  центра C . 

То есть для каждой заявки планирующему узлу необходимо 
найти исполнителей на динамически меняющемся множестве узлов 
таким образом, чтобы осуществлялась оптимизация его целевой 
функции в условиях действующих ограничений [11, 12], выраженная в 
поиске исполнителей заявки, предоставляющих ресурсы, необходимые 
для обслуживания этой заявки, по минимальной стоимости. 
Ограничения  nRO  являются технологическими, то есть 

определяющими наличие в узле ресурсов, которые принципиально 
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позволяют получить результаты ФГО, удовлетворяющие требованиям 

i-й заявки [13]. Ограничения  O C  и  nO R C  являются 

организационными, то есть характеризующими соответствие 
некоторого узла, ресурсы которого планируется привлекать для 
обслуживания заявки, правилам их привлечения. Под требованиями 
потребителей к результатам ФГО (i-й заявки) понимаются требования к 
срокам предоставления этих результатов, их видам и точностным 
свойствам, а также другие требования. 

Вопросы функционирования TCP/IP-транспорта, p2p-платформы 
и средств координации локальных расписаний узлов в B2B-
предприятии рассмотрены в [7, 8], поэтому далее основное внимание 
уделяется учету основных особенностей ЕТРИС при взаимодействии 
подсистем ФГО. 

В основе механизмов стимулирования ряда НЦ в предоставлении 
своих ресурсов центрам другой ведомственной или иной 
принадлежности предполагается использовать процедуры 
«покупки» (аренды) одной подсистемой ФГО простаивающих ресурсов 
других подсистем ФГО. Другие приведенные выше особенности 
ЕТРИС планируется учитывать посредством использования 
продукционных правил функционирования подсистем ФГО. Блоки, 
регулирующие эти аспекты взаимодействия подсистем ФГО в ЕТРИС, 
обозначены жирной линией на рисунках 1 и 2. 

Некоторые подсистемы ФГО из состава ЕТРИС, имеющие одну 
и ту же ведомственную принадлежность, в первую очередь будут 
стремиться к привлечению ресурсов «своего» ведомства для 
обслуживания поступающих заявок. Группы таких подсистем образуют 
коалиции в B2B-предприятии. Считается, что у узлов, входящих в 
коалицию, имеются прямые коммутационные каналы [14]. Назовем эти 
узлы «соседними». 

В процессе обслуживания заявок у некоторого узла B2B-
предприятия может сформироваться ряд исполнителей по конкретным 
видам ФГО, которые хорошо себя зарекомендовали при обслуживании 
предыдущих заявок. Очевидно, что привлечение ресурсов таких узлов 
предприятия с позиций рассматриваемого узла будет более 
предпочтительной по сравнению с остальными. Такие узлы также 
отнесем к «соседним». 

По мере накопления каким-либо узлом опыта сотрудничества в 
B2B-предприятии те узлы, чьи ресурсы регулярно привлекаются для 
обслуживания заявок, переводятся в разряд «соседних». При поиске 
ресурсов, необходимых для обслуживания заявки, сначала запрос 
посылается «соседним» узлам. Если «соседние» узлы не могут по 
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каким-либо причинам предоставить эти ресурсы, то их поиск 
осуществляется уже в масштабе всего предприятия. Взаимодействие 
отдельно взятого узла с членами коалиций и «соседями» регулируется 
правилами функционирования этого узла. 

3. Поиск исполнителей заявки на множестве узлов B2B-
предприятия. Определение соответствия узлов B2B-предприятия области 
поиска   осуществляется на основе обмена сообщениями между его 
узлами в процессе составления ими расписаний использования ресурсов 
[8]. В рамках этого обмена планирующий узел получает сведения о 
технологических и организационных ограничениях потенциальных 
исполнителей на участие в совместном распределенном обслуживании 
заявок, условиях предоставления их ресурсов и тому подобное. С другой 
стороны, потенциальные исполнители получают информацию о 
требованиях к выполнению предлагаемых заявок. Эти сообщения, ответы 

на них и сами ограничения формируются на основе сведений z
nM  об узле, 

которые в соответствии с [3] для n-го узла представим тройкой: 
 

, , ,z p
n n n nM R P   (3) 

 

где p
nR  – свойства ресурсов nR  n-го узла (аппаратных, программных, 

информационных); n  – правила участия узла в обслуживании заявок 

других узлов предприятия, а также правила привлечения этих узлов для 
обслуживания собственных заявок; nP  – условия оплаты 

привлекаемых (предоставляемых) ресурсов для выполнения ФГО. 
Под программными ресурсами НЦ будем понимать ресурсы, 

обеспечивающие реализацию в нем тех или иных алгоритмов ФГО 
изображений местности; под информационными – ресурсы НЦ (опорные 
изображения местности, данные геодезических измерений, цифровые 
модели рельефа местности и т.п.), используемые в процессе ФГО 
изображений местности; под аппаратными – ресурсы НЦ (серверы, 
специализированные вычислители, кластеры обработки данных и т.п.), 
обеспечивающие реализацию технологических цепочек ФГО. 

Так, компонент p
nR  содержит описание состава имеющихся в 

распоряжении n-го узла ресурсов с указанием их свойств. Свойства 
программных ресурсов отражают: реализованные методы (алгоритмы) 
ФГО изображений местности, свойства потенциально достигаемых с их 
использованием результатов, потребные информационные ресурсы и 
другое. Свойства аппаратных ресурсов отражают их ориентировочную 
производительность при использовании тех или иных программных 
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ресурсов и другие сведения. Свойства информационных ресурсов 
содержат структурированное описание опорных изображений 
местности, данных геодезических измерений, цифровых моделей 
рельефа местности и другой информации, имеющейся в этом узле. 

На основе z
nM , а также сведений, полученных от других узлов 

B2B-предприятия, планирующий узел для каждой заявки должен 
выбрать исполнителя, то есть конкретный узел, в котором она будет 
обслуживаться. 

Соответствие свойств потенциального исполнителя заявки 
технологическим ограничениям определяется по выражению: 

 

 1, , ;

0 ,

r p p r
n n требr если R R

иначе

    


 (4) 

 

где  ,r p p
n n требR R  – функция сравнения свойств p

nR  ресурсов со 

свойствами p
требnR  ресурсов, требуемых для обслуживания заявки; 

r  – пороговое значение. 
Отметим, что за основу в функции  p

требn
p
n

r RR ,  взята модель 

свёртки, содержащая эвристические правила лингвистического 
типа [15]. Это позволяет использовать в (4) свойства ресурсов, которые 
нельзя задать количественно, но можно выразить качественно. Кроме 
того, указанная модель учитывает норму (математическое ожидание) 
каждого свойства и допустимое отклонение от этой нормы. В общем 

случае функция r  может быть сведена к проверке истинности 

высказывания p p
n n требR R . 

Компонент n  содержит продукционные правила, задающие 
следующие основные семантические ограничения на решение (1): 

– по перечню потенциальных исполнителей заявок, 
регламентирующие выбор узлов предприятия на основе их 
организационной принадлежности и выполняемых ими видов ФГО; 

– по выработке стратегии выбора потенциальных исполнителей 
заявок, определяющие разбиение этих исполнителей на 
страты (коалиции, «соседи» и т.п.) и приоритетность выбора 
исполнителей каждой страты в зависимости от свойств заявки; 

– по приему заявок из других узлов предприятия, определяющие 
саму возможность обслуживания заявки, поступившей от узла той или 
иной принадлежности, а также набор операций ФГО, разрешенный для 
выполнения в интересах этого узла. 
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Продукционные правила выбраны для формирования компонента 

n , исходя из того, что они обладают универсальностью, то есть с их 

помощью можно реализовать любые алгоритмы выбора, поскольку они 
способны отражать любое процедурное знание [16]. Каждое правило 

Bb  представляется в форме «если α, то β». То есть если потенциальный 
исполнитель заявки обладает свойством α, то с графами, содержащими 
этого исполнителя в качестве узла, выполняется операция β, которая 
определяет возможность использования этих графов при решении (1). 
Набор правил в каждом узле предприятия формируется заранее. Каждое 
правило из этого набора является обобщением решений различных 
типовых задач выбора потенциальных исполнителей заявок [17, 18]. 

Тогда множество ˆ
i i   графов, включающих только 

потенциальных исполнителей, которые соответствуют правилам B , 

можно представить как Bii ̂ . Поскольку правила B  определяют 

состав потенциальных исполнителей i-й заявки с учетом требований тр , 

предъявляемых к их свойствам, то  тр
i C  ,ˆ . С другой стороны, 

поскольку каждый потенциальный исполнитель CC n   имеет свойства 

св , то справедливо выражение   ˆ ,св тр
i    . 

Множество ˆ
i  может быть получено m-шаговым усечением i  

посредством последовательного применения правил B . При этом для 

каждого правила b  величины  св  и тр  связаны соотношениями: 

 

,тр свb    свсв   и .тр тр   (5) 

 

То есть если у множества графов узлы обладали свойствами 

 св , то после применения правила b  посредством усечения этого 

множества сформировано новое множество графов, узлы которых 

обладают свойствами .тр  

Тогда усечение i  представим как m-шаговую цепочку 
 

              01 1 1 0 0
ˆ ˆ ˆ, , , , , , , ,j j j m m ml l l           (6) 

 

такую, что для каждого     0
ˆ ,j j j jl    , ( j i  ) имеет место 
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   0
ˆ

j j j jb l    ,    0
1

m
св

j
j

   ,  тр
m   , (7) 

 

где  0 j  – совокупность свойств потенциальных исполнителей 

заявки, оцениваемых на j-м шаге; j  – совокупность свойств 

потенциальных исполнителей, полученных посредством усечения i  

на основе правила Bb j  ; m  – мощность множества B ; ĵl  – 

ограничения, накладываемые на свойства потенциальных исполнителей 
динамически возникающими возмущающими 
воздействиями (изменения свойств потока заявок, состава предприятия, 
приоритетов обслуживания заявок и т.п.). 

Результатом выполнения цепочки (6) являются графы, для 
которых имеет смысл выражение: 

 

    0
1

ˆ .
m

тр
m j j

j

B l


       (8) 

 

Отметим, что выражения (6) и (8) предполагают использование 
всех правил из B  при проверке свойств потенциальных исполнителей 
заявки. Однако часто указанные свойства бывают зависимы. Так, одно 
свойство может комплексно характеризовать в какой-либо области этого 
исполнителя, тогда как ряд других свойств лишь детализируют это 
комплексное свойство. Тогда наиболее целесообразным представляется 
иерархический подход к использованию правил [19], в соответствии с 
которым сначала оцениваются свойства верхнего ранга, а затем – нижних 
рангов, соответствующих отдельным свойствам потенциальных 
исполнителей заявок. Это позволяет сократить цепочку (6) для случаев, 
когда какие-либо узлы графа, принадлежащего i , не соответствуют 

требованиям тр  за счет исключения таких графов из i  на ранних 

этапах анализа свойств их узлов. Тогда (8) представим в виде: 
 

       1 0 2 0
1 1

1 1 2

1

ˆ ˆ
m m m

тр
m j j j j

j j m

B l B l


  

            

  0
1

1 2

1 2 1

ˆ ,
m m m

k j j
j m m m

k

k

B l
 

   

  



   

(9) 
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где k  – количество рангов правил; kBBB ,,, 21   – множества правил, 

отнесенные к соответствующему рангу. 
Отметим, что в правилах 1B  осуществляется проверка 

потенциальных исполнителей на принадлежность их к «соседям» 
планирующего узла или к коалиции, в состав которой входит 
планирующий узел. Кроме того, правила nB  задают 

стратификацию потенциальных исполнителей, которая может 
осуществляться как по ведомственному, так и по функциональному 
признакам. Каждый узел имеет собственное множество правил B . Как 
следствие, состав страт у каждого узла предприятия будет 
индивидуален. В общем случае все предпочтения планирующего узла в 
выборе потенциальных исполнителей заявки учитываются в (9). 

Таким образом, использование ограничений (4) и (9) позволяет 
осуществить усечение множества потенциальных исполнителей C  заявки 
и, как следствие, количество рассматриваемых графов из i . В процессе 

этого усечения определяется порядок взаимодействия НЦ различной 
принадлежности при обслуживании меняющегося потока заявок. 

4. Механизмы стимулирования НЦ к предоставлению 
простаивающих ресурсов узлам B2B-предприятия. Выполнение 
действий, рассмотренных выше, позволяет сформировать область   
поиска потенциальных исполнителей заявки с учетом имеющихся 
ограничений. Далее решим задачу (1) посредством поиска 
исполнителей заявки, предоставляющих ресурсы, необходимые для 
обслуживания этой заявки, по минимальной стоимости. 

Одним из условий повышения эффективности 
функционирования самоорганизующихся мультиагентных систем 
является использование механизмов управления, побуждающих 
агентов к максимальному использованию всех ресурсов. Поэтому 
достаточно широкую распространенность получили так называемые 
конкурсные механизмы. Их особенностью является то, что 
претенденты на ресурсы участвуют в соревновании по 
получению финансового (или иного) вознаграждения за 
предоставление своих ресурсов. 

Идея любого конкурса заключается в следующем: претенденты 
упорядочиваются на основании имеющейся о них информации (как 
объективной, так и сообщаемой самими претендентами), затем 
победителем (или победителями) объявляется претендент, занявший 
первое место (или несколько первых мест – зависит от условий 
конкурса). Одной из реализаций такого конкурса являются рыночные 
механизмы самоорганизации. 
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Таким образом, наиболее целесообразным для организации 
распределенной ФГО в ЕТРИС является применение методов, 
использующих рыночные механизмы самоорганизации. Кроме того, 
применение методов данной группы позволяет «заинтересовать» 
различные НЦ в предоставлении своих ресурсов для обслуживания 
«сторонних» заявок посредством получения за это некоторой платы. 
Эта заинтересованность способствует изменению стратегии поведения 
агентов ряда НЦ с эгоистичной на благонамеренную. Тогда у каждого 
НЦ стимулы к предоставлению своих ресурсов для выполнения 
распределенной ФГО количественно измеримы и их можно представить 
в некотором пространстве параметров (например, в величине оплаты за 
предоставленные ресурсы). 

Далее рассмотрим механизмы стимулирования НЦ к 
предоставлению своих простаивающих ресурсов центрам другой 
принадлежности. Их сутью является возможность получения денежного 
или иного вознаграждения подсистемой ФГО того или иного НЦ за участие 
в распределенном обслуживании заявки. В рамках реализации этих 
механизмов осуществляется выбор графа обслуживания заявки (и, как 

следствие, исполнителей заявки) ii  ˆ  посредством проведения 

аукциона по каждой заявке на множестве узлов предприятия – 
потенциальных исполнителей [8]. Таким образом, реализуется идея 
самоорганизации процессов распределенной ФГО в B2B-предприятии. 
Учитывая различную принадлежность НЦ в ЕТРИС, для выбора 
исполнителей заявок наиболее подходит следующий тип аукциона [20-23]: 

– по форме проведения закрытый, поскольку отдельно взятый 
потенциальный исполнитель не знает, какую цену за использование 
аналогичных ресурсов запросили другие участники аукциона; 

– по значению цены на ресурсы – дискриминационный, 
поскольку НЦ одной ведомственной принадлежности могут 
предоставлять свои ресурсы друг другу на более выгодных условиях, 
чем центру другого ведомства или организации; 

– по определению цены за использование ресурсов – 
маржинальный (по первой цене), то есть привлекаются ресурсы того 
НЦ, который попросил за них наименьшую цену. 

Планирующий узел один раз посылает запрос на получение цены 
предоставления требуемых ресурсов от других узлов предприятия и 
после получения ответов выполняет их анализ. 

Заинтересованность потенциальных исполнителей в обслуживании 
предлагаемой заявки определяется на основе функции прибыли: 

 

   ,n i i i i nЦ Ст v v       (10) 
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где in  – прибыль n-го узла от выполнения работ по i-й заявке; iЦ  – 

величина оплаты выполнения работ по i-й заявке; iСт  – себестоимость 

выполнения работ по i-й заявке; iv  – объем работ, который необходимо 

выполнить по i-й заявке;  vn
~  – величина возможного штрафа из-за 

невыполнения других заявок объемом v~, от которых исполнителю 
требуется отказаться в пользу обслуживания i-й заявки. 

Если величина in  превышает некоторое положительное 

пороговое значение, то исполнитель берется за выполнение работ по i-й 
заявке. Величина iЦ  каждым исполнителем может задаваться 

декларативно для каждого вида работ либо вычисляться на основе 
эмпирических знаний об условиях выполнения ФГО другими узлами 
предприятия (в том числе и стоимостных). Указанные сведения 
содержатся в элементах множества nP  модели (3). Элементы этого 

множества могут быть представлены как отдельными значениями для 
каждого вида обработки, так и допустимыми диапазонами этих значений. 
Указанные значения могут меняться в зависимости от сложившейся 
конъюнктуры, финансовых, ресурсных и других возможностей n-го узла. 
Множеством nP  определяется возможный коммерческий 

эффект (прибыль) n-го узла от распределенного выполнения заявок. 
Следует отметить, что приоритетность обслуживания заявки, кроме 
прочего, определяется величиной вознаграждения за ее облуживание, 
которая определяется на основе значения n i . 

В случае, если iЦ  в (10) исчисляется «в не денежном» выражении, 

то для её определения используется финансовый эквивалент вида: 
 

ˆ ,i i p n o nЦ Ц K K    (11) 

 

где ˆ
iЦ  – приведенная величина оплаты, выраженная в денежной форме 

и характеризующая стоимость «нефинансовой» оплаты использования 
предоставляемых ресурсов; p nK  – коэффициент, характеризующий 

предпочтения n-го узла в типе оплаты ресурсов (денежный, взаимозачет 
и пр.); o nK  – коэффициент, характеризующий ограничения на 

использование «нефинансовой» оплаты. 
Целью проведения аукциона планирующим узлом на множестве 

узлов B2B-предприятия является одновременно как поиск 
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исполнителей i-й заявки, так и минимизация функции затрат на 
привлечение ресурсов других узлов, то есть: 

 

  m̂in ,i i
i

 


  (12) 
 

где i  – величина затрат планирующего узла на привлечение ресурсов 

исполнителей заявок;  i
  – значения затрат планирующего узла на 

привлечение ресурсов исполнителей заявок, каждому из которых 

поставлен в соответствие граф из ˆ
i . 

Перепишем (12) с точки зрения величины прибыли 
планирующего узла: 

 

  m̂ax .i i ii
i
Ц Ст 


    (13) 

 

Ограничением в (13) выступает условие 0i . Значением iСт  
представлены собственные затраты планирующего узла на 
обслуживание i-й заявки. Затраты на привлечение ресурсов   могут 

быть получены на примере функции Кобба – Дугласа [24, 25]: 
 

,r rЦ v      (14) 
 

где rЦ  – коэффициент, характеризующий стоимость использования 

единицы привлекаемого ресурса r;  ,  – неотрицательные константы; 

rv – объем (количество) привлекаемого ресурса r;   – параметр, 

характеризующий длительность использования ресурса. 
5. Составление скоординированного расписания 

обслуживания заявок. Ограничения на величину   по отдельным 

видам обработки содержатся в элементе nP  модели (3). Указанные 
ограничения с течением времени меняются в связи с изменением 
финансовых и других возможностей отдельно взятых узлов предприятия. 

Наиболее предпочтительным для организации распределенной 

ФГО является такой граф из ˆ
i , у которого i  минимально. С 

использованием выражений (12), (13) и с учетом (14) в планирующем 

узле осуществляется ранжирование графов ˆ
i . Далее этим узлом из 

i̂  выбирается наиболее предпочтительный (в соответствии с (12)) 
граф. В случае, если узлам этого графа не удастся осуществить 
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координацию расписаний использования ресурсов при обслуживании i-
й заявки, то выбирается следующий по предпочтительности граф. 

При координации указанных расписаний каждый узел должен 
учитывать ранее принятые на себя обязательства по обслуживанию других 
заявок. Каждый узел B2B-предприятия разрабатывает свое расписание с 
учетом занятости своих ресурсов и координирует его с расписаниями 
других узлов, вовлеченных в обслуживание этой же заявки [8]. Расписания 

составляются с учетом ограничений  O T  на допустимые временные 

интервалы обслуживания заявки, которые представим в виде: 
 

0 ,S
i iT T  ,F S D

i i i iT T T T    (15) 
 

где S
iT  – момент времени начала обслуживания i-й заявки; 0

iT  – момент 

времени ее поступления; F
iT  – момент времени завершения обслуживания 

i-й заявки; iT  – ориентировочное время ее обслуживания; D
iT  – 

директивный момент времени завершения обслуживания D
iT , к которому 

все работы по этой заявке должны быть выполнены. 
В соответствии с [13] формируемое расписание должно 

обеспечивать минимум штрафа за запаздывание обслуживания заявок. 
При этом требование минимизации суммарного времени обслуживания 
заявок не является обязательным, поскольку у каждой заявки задано 
директивное время завершения ее обслуживания. Тогда целевую 
функцию составления расписаний представим в виде [26]: 

 

 
1

min,
I

i i
I

i

w U


   (16) 

 

где I  – количество заявок; iU  – показатель запаздывания 

обслуживания i-ой заявки ( 1iU  , если завершение обслуживания 

заявки планируется или происходит позднее директивного времени ее 
обслуживания, в противном случае 0iU ); iw  – весовой 

коэффициент, характеризующий относительную важность i-й заявки. 
Построение расписаний с помощью критерия (16) изучено 

достаточно глубоко, например [26]. С точки зрения организации 
распределенной ФГО практический интерес представляет определение 
содержательного смысла коэффициента iw . С учетом влияния на его 

значение величины штрафа ш is  за запаздывание обслуживания заявки 
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и продолжительности iшT  этого запаздывания выражение для 

получения iw  представим в виде: 
 

  ,F D
i i i ш i ш i п iw T T s T k      (17) 

 

где п ik  – приоритетность i-й заявки ( 1iпk , если приоритетность 

заявки определяется только величиной штрафа). 
Приоритетность для отдельных заявок в (17) при ожидании 

обслуживания может меняться из-за изменения режима 
функционирования узлов предприятия [27], что может приводить к 
изменению величины iw  и необходимости перестроения расписания. 

В случае возникновения запаздывания обслуживания заявок узел 
B2B-предприятия может: отказаться от их обслуживания; обслужить с 
учетом штрафов (17); дополнительно привлечь для обслуживания 
ресурсы других узлов. 

Предложенный подход к формированию расписаний выполнения 
распределенной ФГО космических изображений местности в ЕТРИС 
позволяет найти решение задачи (1), представленное в виде графа: 

 

 
  

ˆ ,
arg min .i iO Ti

 


   
 

 (18) 

 

Решение (18) задачи (1) является оптимальным с точки зрения 
информации о потенциальных исполнителях заявки, которая имелась в 
планирующем узле на момент времени планирования обслуживания 
заявки в условиях действующих ограничений. С позиций всей сети НЦ 
данное решение является рациональным, поскольку свойства потока 
заявок, возможности различных узлов по предоставлению своих ресурсов 
и условия их предоставления динамически меняются во времени. Как 
следствие, часть информации о потенциальных исполнителях заявки 
после получения её планирующим узлом является не актуальной. 

Отметим, что после определения исполнителей для каждой 
заявки планирующий узел не ищет более выгодные предложения 
ресурсов. Этим обеспечивается снижение частоты переформирования 
расписаний узлов B2B-предприятия, что позволяет достичь 
устойчивости процессов самоорганизации обслуживания потока заявок 
в ЕТРИС на предоставление данных ДЗЗ. 

Взаимодействие узлов B2B-предприятия на примере координации 
их локальных расписаний проиллюстрировано на рисунке 3. Фрагмент 
протокола взаимодействия узлов B2B-предприятия в части координации 
локальных расписаний приведен на рисунке 4.  
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Рис. 3. Пример взаимодействия узлов B2B-предприятия при координации локальных расписаний 
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НЦ №1 НЦ №2 НЦ №3

Запрос на использование ресурсов 
в определённые слоты времени
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Подтверждение слотов времени 
использования ресурсов

 
Рис. 4. Фрагмент протокола взаимодействия узлов B2B-предприятия 

 

С точки зрения математического программирования задача 
составления скоординированных расписаний подсистем ФГО 
относится к задаче сетевого планирования. В отличие от классической 
постановки задачи предлагаемый подход к формированию расписаний 
распределенной ФГО основан на самоорганизации обслуживания 
заявок в сети НЦ. Координация локальных расписаний в этом случае 
обеспечивает поддержание в ЕТРИС организационной структуры 
системы распределенной ФГО.  

6. Заключение. Предложен подход к динамическому 
формированию расписаний распределенной ФГО в ЕТРИС, 
базирующийся на использовании положений концепции B2B -сетей. Он 
обеспечивает рациональную организацию поиска соисполнителей для 
обслуживания поступающих заявок на предоставление данных ДЗЗ с 
учетом ограничений по составу потенциальных исполнителей, 
привлекаемым ресурсам, которые допустимы временным интервалам 
обслуживания каждой заявки. 

Развитие известной модели самоорганизующегося B2B-
предприятия формирует условия для более эффективной организации 
обслуживания потока заявок в ЕТРИС за счет привлечения 
незадействованных программных, информационных и аппаратных 
ресурсов НЦ различной ведомственной принадлежности. 
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В.Р. СОБОЛЬ, Р.О. ТОРИШНЫЙ
ПРИМЕНЕНИЕ ГЛАДКОЙ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ
ВЕРОЯТНОСТИ И КВАНТИЛИ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ

СТОХАСТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Соболь В.Р., Торишный Р.О.Применение гладкой аппроксимациифункций вероятности
и квантили при решении задач стохастического программирования.

Аннотация. Исследуется один из возможных вариантов гладкой аппроксимации
вероятностных критериальных функций в задачах стохастического программирования,
позволяющий получить оценки градиента функции вероятности и функции квантили в
форме объемного интеграла. Исследование проведено в приложении к задачаммаксимизации
функции вероятности и минимизации функции квантили для функционала потерь,
зависящего от вектора управления и одномерной абсолютно непрерывной случайной
величины.

Основная идея аппроксимации – замена разрывной функции Хевисайда в интегральном
представлении функции вероятности на гладкую функцию, обладающую такими свойствами,
как непрерывность, гладкость, а также имеющую легко вычислимые производные. Примером
такой функции является функция распределения случайной величины, распределенной по
логистическому закону с нулевым средним и конечной дисперсией – сигмоида. Величина,
обратно пропорциональная корню из дисперсии, при этом является параметром, который
обеспечивает близость исходной функции и ее аппроксимации. Такая замена позволяет
получить гладкое приближение функции вероятности, для которого легко могут быть
найдены производные по вектору управления и иным параметрам задачи.

Основным результатом статьи являются полученные выражения для аппроксимации
производных функции вероятности по вектору управления и по допустимому уровню потерь,
а также выражения для аппроксимации градиента функции квантили в форме объемных
интегралов. Доказана сходимость аппроксимации функции вероятности, полученной
при замене функции Хевисайда на сигмоидальную функцию, к исходной функции
вероятности, и получена оценка погрешности такой аппроксимации. Также доказана
сходимость аппроксимации производных функции вероятности к истинным производным
при выполнении ряда условий на функционал потерь.

Рассмотрены примеры, демонстрирующие возможность применения предложенных
оценок к решению задач стохастического программирования с критериальными функциями
в форме функции вероятности и функции квантили, в том числе в случае многомерной
случайной величины.

Ключевые слова: стохастическое программирование, вероятностный критерий,
квантильный критерий, аппроксимация, численные методы, сигмоидальная функция

1. Введение. В прикладных задачах управления и оптимизации
нередко возникают проблемы, требующие принятия решений в условиях
неопределенности. Существуют различные подходы ее учета, основываю-
щиеся на специфике исследования. В самом простом случае неопределен-
ность учитывают как реализацию какого-то исхода, рассматривая только
результаты эксперимента или наблюдения без применения каких-либо
теоретических моделей; это видится единственно верным вариантом, если
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природа неопределенности не может быть установлена. Таким случаем
учета неопределенности является, например, наблюдение некоторых слу-
чайных искажений в генетических данных, описанных в [1]. Во многих
других задачах используются различные теоретические аппараты учета
специфических неопределенностей, причем достаточно широко распро-
странен принцип учета неопределенности с использованием аппаратов
нечетких множеств или его производных. Например, в [2] автором предла-
гается подход к решению задачи оптимизации ресурсов в мелкосерийном
производственном цикле с помощью нечеткой логики, описывающей
неопределенности стохастической природы. В [3] апробируется модель
поддержки принятия решений о выборе портфеля проектов в рамках
стратегического развития университета, где степени желания изменений
действующих лиц задаются нечеткими правилами вывода, и ограничения
модели также являются нечеткими. В [4] представлена идея перехода
к нечетким критериям в конкретной задаче анализа и оптимизации па-
раметров приемников ГНСС, а в [5] делается упор на альтернативные
меры исчисления истинности и на конструкции более сложные, нежели
классическая вероятность.

Одним из основных подходов к учету неопределенности является
подход на основе аппарата теории вероятностей. Это порождает задачи
стохастического программирования, представляющие большую слож-
ность в сравнении с обычными оптимизационными задачами. Наиболее
сложные и интересные из них — задачи с вероятностными критериями
оптимизации, например, задачи, связанные с обеспечением приемлемого
уровня надежности или минимального уровня потерь при фиксированном
уровне надежности. В монографии [6] приведено большое количество
прикладных задач такого типа и описаны способы их решения.

Необходимо отметить, что в последнее время ведутся исследова-
ния задач стохастического программирования, критерии которых сложнее
обычной функции вероятности или квантили, и при некоторых условиях
такие задачи могут быть решены. Например, в задачах, в которых крите-
риальная функция представляет собой сложный нелинейный функционал
риска, решение может быть найдено с помощью статистических оценок [7].
Также для некоторых задач может быть применима теория о представле-
нии функции риска как комбинации ее предельной и условной форм [8], и
в таких случаях решение задачи немного упрощается. В настоящей работе
будут рассматриваться классические задачи стохастической оптимизации,
критериальной функцией в которых выступает либо функция вероятности,
либо функция квантили.

182 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА_____________________________________________



В настоящее время разработано большое количество алгоритмов
решения конкретных задач стохастического программирования. Большая
часть исследований направлена на сведение таких задач к более простым.
Например, в работе [9] разработаны алгоритмы сведения задачи квантиль-
ной оптимизации с дискретным распределением к задаче смешанного
целочисленного программирования; к такому же типу задач возможно
свести и двухшаговую задачу стохастического программирования при
определенных условиях [10]. Также были разработаны алгоритмы решения
двухэтапной линейной задачи стохастического программирования путем
выборочных аппроксимаций [11] и более общие алгоритмы решения,
основанные на аппроксимациях, например в задаче хеджирования [12].

В перечисленных выше и других работах рассматриваются раз-
личные постановки прикладных задач стохастической оптимизации в
разнообразных областях, например задача оптимального инвестирования,
задача оптимального управления спутниками Земли, задача оптимизации
площади взлетно-посадочной полосы, задача об оптимальном проектиро-
вании систем водоснабжения и другие, что подчеркивает актуальность
данной тематики.

Одним из важных вопросов в области решения задач стохасти-
ческого программирования является нахождение значения градиента
критериальной вероятностной функции. Решение такого вопроса дает
возможность использовать для любой задачи с вероятностным критерием
классическиеметоды оптимизации, хоть и с некоторыми оговорками. Впер-
вые выражение градиента функции вероятности в форме поверхностного
интеграла в смысле Римана было получено в [13]. Далее, в [14] приводится
выражение градиента функции вероятности в форме интеграла Лебега
по поверхности. Эта поверхность является границей области реализаций
случайного вектора и потому ее нахождение в явном виде представляет
некоторую трудность. В [15] было показано, что в некоторых случаях
поверхностный интеграл в формуле для градиента функции вероятности
может быть преобразован в поверхностный интеграл для векторного поля.
Применяя формулу Гаусса-Остроградского, можно свести этот интеграл
к объемному, но только для некоторых частных случаев. В задачах, где
такое сведение невозможно, автором [16] было доказано, что градиент
функции вероятности возможно представить в виде суммы интегралов
по поверхности и по объему. В любом случае полученные представления
градиента функции вероятности представляют собой поверхностные ин-
тегралы, вычисление которых связано с различного вида сложностями,
а представления или хотя бы оценки градиента функции вероятности в
форме объемных интегралов до настоящего времени получены не были.

183SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS_____________________________________________



Более поздние работы, сопряженные с этой темой, предлагают
некоторую аппроксимацию градиента функции вероятности или оценку
его значения. Например, в [17] для задачи линейного программирования
с вероятностным ограничением получены нижние оценки нормы градиен-
та функции вероятности и проведен анализ зависимости оптимального
значения критерия относительно распределения вектора случайных па-
раметров, а в [18] получены верхние оценки для субдифференциалов
Кларка и Мордуховича. Стоит отметить, что обе эти работы посвяще-
ны случаю гауссовского распределения параметров. Несколько другой
подход, а именно использование слабых производных и сэмплирования,
позволили оценить производную функции вероятности [19]. В [20] полу-
чены аппроксимации квантили и производных плотности распределения
при помощи дополнения рядов Тейлора для нормального, экспоненциаль-
ного и хи-квадрат распределений. Механизмы приближенного решения
дифференциальных уравнений и нахождения значений градиента для
распределения Вейбулла и их применение в сфере оценки радиацион-
ных данных было приведено в [21]. Наконец, в случае нормального
распределения параметров с малой дисперсией авторами [22] предложены
асимптотические формулы для первой и второй производных функции
вероятности. Значения производных при этом оцениваются при помощи
методов Монте-Карло. Результаты, полученные в данном блоке работ,
решают задачу аппроксимации градиента вероятностной функции, но
ставят дополнительные ограничения на распределение случайной вели-
чины либо привязывают качество аппроксимации к другим случайным
механизмам.

Также необходимо отметить, что в последнее время интерес пред-
ставляет некоторое обобщение классической функции вероятности, а
именно буферная функция вероятности (англ. buffered probability of
exceedance, bPOE). Эта конструкция, описанная вместе со своими свой-
ствами в [23], по сути, представляет собой модификацию функции ве-
роятности с некоторым так называемым «буфером безопасности» как
по уровню предполагаемых потерь, так и по значению вероятности. Для
вышеуказанного обобщения в [24] были найдены формулы для диф-
ференциалов и субдифференциалов, но эти формулы неприменимы к
классической функции вероятности.

В настоящей статье исследуется другой подход к аппроксимации
вероятностных критериальныхфункций и их производных в случае случай-
ной величины с абсолютно непрерывным распределением и непрерывной
функции потерь. Основной идеей является получение аппроксимации
критериальной функции вместе с ее производными через аппроксимацию
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индикаторной функции. Рассматриваемая аппроксимация универсальна
для критериальной функции любого вида и в общем случае не представ-
ляет вычислительной сложности, так как производные критериальных
функций представляются в виде объемных интегралов. Таким образом,
представленный алгоритм аппроксимации позволит унифицировать про-
цесс решения задачи, а также использовать широко известные методы
оптимизации первого порядка.

2. Постановка задачи и проблема вычисления градиента.
Пусть (Ω,F ,P) — полное вероятностное пространство, где Ω ⊂ R —
некоторое замкнутое множество. Пусть X — абсолютно непрерыв-
ная случайная величина, заданная на этом пространстве и имеющая
плотность распределения f(x). Пусть также задана функция потерь
Φ(u,X) : U × Ω → (−∞; +∞), где U ⊂ Rm — непустое множество
допустимых стратегий u. Также пусть задан произвольный максимально
допустимый уровень потерь ϕ.

Критериальной функцией является функция вероятности

Pϕ(u)
∆
= P {x : Φ(u, x) 6 ϕ} ,

а сама задача представляет собой максимизацию этой функции:

Pϕ(u)→ max
u

. (1)

Существует также альтернативная постановка, когда в качестве
критериальной выбрана функция квантили

ϕα(u)
∆
= min {ϕ : Pϕ(u) > α} ,

а задача представляет собой минимизацию функции квантили для любого
фиксированного уровня α ∈ (0; 1):

ϕα(u)→ min
u
. (2)

Такие постановки описывают одношаговую модель принятия реше-
ния в условиях неопределенности, моделируемой случайной величиной
X . При этом само принятие решения, то есть выбор стратегии управления
u, производится априори до реализации случайной величины, опира-
ясь исключительно на знание закона распределения случайного вектора.
Стратегия при этом представляется в виде вектора, компоненты кото-
рого являются вещественными числами. Стратегия выбирается исходя
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из условия минимума (или максимума, в зависимости от формулировки)
критерия оптимизации.

Также отметим, что в любой из постановок задач могут быть
дополнительные ограничения, но так как к вероятностным ограничениям
также применима аппроксимация, описанная далее, а нестохастические
ограничения сужают лишь рассматриваемые области управления, и в
обоих случаях структура целевой функции от ограничений не зависит, на
данном шаге рассмотрения задачи ограничения мы опускаем.

Перейдем к сути проблемы вычисления градиента функции веро-
ятности. Согласно [25], функция вероятности может быть представлена в
виде:

Pϕ(u) = P {X : Φ(u,X) 6 ϕ} = M [Iϕ(u,X)] =

+∞∫
−∞

Iϕ(u,X)f(x)dx,

где

Iϕ(u,X) =

{
1, Φ(u,X) 6 ϕ,

0, Φ(u,X) > ϕ.

Известно, что аналитическим представлением индикаторной функ-
ции является функция Хевисайда:

Θ(y) =

{
1, y > 0,
0, y < 0.

Таким образом, функция вероятности может быть записана как:

Pϕ(u) =

+∞∫
−∞

Θ (ϕ− Φ(u, x)) f(x)dx. (3)

Правая часть выражения (3) при принятых условиях может быть
дифференцируема. В результате дифференцирования подынтегрального
выражения появится дельта-функция Дирака. Эта обобщенная функция
ввиду своей природы не может быть использована в дальнейших анали-
тических преобразованиях, поэтому логичным видится замена функции
Хевисайда в исходном определении функции вероятности на аппроксими-
рующую функцию, обладающую некоторыми свойствами:

– близость (сходимость) аппроксимирующей функции к функции
Хевисайда, что значит стремление к нулю ошибки аппроксимации;
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– непрерывность аппроксимирующей функции вместе с ее произ-
водными;

– близость производной аппроксимирующей функции к производ-
ной функции Хевисайда;

– близость аппроксимации функции вероятности к оригинальной
функции, что значит стремление к нулю ошибки аппроксимации функции
вероятности при стремлении к нулю ошибки аппроксимации функции
Хевисайда;

– близость аппроксимации производной функции вероятности к
производной оригинальной функции;

– выполнение этих же свойств для аппроксимации квантильной
функции как критериальной функции.

3. Сигмоидальная функция и функция вероятности. Погреш-
ность аппроксимации. В основе аппроксимации лежит замена функции
Хевисайда в уравнении (3) на сигмоидальную функцию:

Θ(ϕ− Φ(u, x)) ≈ Sθ(ϕ− Φ(u, x)) =
1

1 + e−θ(ϕ−Φ(u,x))
, (4)

где θ— большое положительное число.
График сигмоидальной функции с параметром θ = 5 представлен

на рисунке 1. Сигмоидальная функция обладает свойствами непрерыв-
ности и гладкости, а параметр θ влияет на степень кривизны функции в
окрестности нуля: чем выше параметр, тем меньше отрезок перехода от
нуля к единице и тем круче график функции.

-3 -2 -1 0 1 2 3

x
0.2

0.4

0.6

0.8

1 y

y = S(x)

Рис. 1. Сигмоидальная функция

Рассмотрим функции Хевисайда и сигмоиды при различных значе-
ниях x случайной величины X .

1) Пусть x∗ ∈ Ω+,Ω+ = {x | Φ(u, x) > ϕ}. Тогда

Θ(ϕ− Φ(u, x∗)) = 1,
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Sθ(ϕ− Φ(u, x∗)) =
1

1 + e−θ(ϕ−Φ(u,x∗))
→ 1 при θ → +∞.

Отсюда следует поточечная сходимость функции сигмоиды к функ-
ции Хевисайда при θ → +∞, что влечет сходимость почти наверное на
данном промежутке.

2) Пусть x∗ ∈ Ω−,Ω− = {x | Φ(u, x) < ϕ}. Тогда по аналогии

Θ(ϕ− Φ(u, x∗)) = 0,

Sθ(ϕ− Φ(u, x∗)) =
1

1 + e−θ(ϕ−Φ(u,x∗))
→ 0 при θ → +∞,

что влечет сходимость почти наверное на данном промежутке.
3) Пусть x0 ∈ Ω0,Ω0 = {x | Φ(u, x) = ϕ}. Тогда

Θ(ϕ− Φ(u, x0)) = 1, Sθ(ϕ− Φ(u, x0)) =
1

2
. (5)

Наложим дополнительное ограничение на функцию Φ(u, x): пусть
теперь Φ(u, x) является строго кусочно-монотонной функцией по x
(в дополнение к ее непрерывности). Это означает, что не существует
непустого интервала, на котором функция Φ(u, x) постоянна, то есть
заданный уровень ϕ пересекается по множеству отделенных друг от
друга точек. Тогда множество Ω0 — дискретное множество, состоящее из
не более чем счетного числа точек. Учитывая непрерывность исходной
пространственной меры P и пространства Ω, получим, что при условии на
строгую кусочную монотонность Φ(u, x) по x верно:

P{Ω0} = 0.

Это означает, что при дополнительном условии равенства (5) вы-
полняются на множестве Ω0 меры нуль, то есть имеет место сходимость
почти наверное на всей области Ω.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.
Утв е ржд е н и е 1. Пусть X — абсолютно непрерывная слу-

чайная величина на полном вероятностном пространстве (Ω,F ,P).
Пусть задана непрерывная строго кусочно-монотонная функция потерь
Φ(u,X) : U × Ω→ R, где U ⊂ Rm — непустое множество допустимых
стратегий u. Также пусть задан уровень потерь ϕ. Тогда верно

Sθ(ϕ− Φ(u,X))
п.н.→ Θ(ϕ− Φ(u,X)) при θ → +∞, (6)
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где Sθ(·) — сигмоидальная функция параметра θ, Θ(·) — функция Хеви-
сайда.

Теперь рассмотрим функцию вероятности

Pϕ(u) = M [Θ (ϕ− Φ(u, x))] =

+∞∫
−∞

Θ (ϕ− Φ(u, x)) f(x)dx (7)

и ее аппроксимацию

P θϕ(u) = M [Sθ(ϕ− Φ(u, x))] =

+∞∫
−∞

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx. (8)

Для краткости дальнейших выкладок сделаем замену обозначений,
пусть

y = ϕ− Φ(u, x). (9)

Эта замена не подразумевает перехода к новой переменной, а слу-
жит только для уменьшения записей. Все отличные от данного аргументы
функций Хевисайда и сигмоиды будут указываться непосредственно.

Принимая во внимание то, что Sθ(y) 6 1 при любых значения θ
и аргументов, а также учитывая (6), по теореме Лебега о мажорируемой
сходимости получим

M [|Sθ(y)−Θ (y) |]→ 0 при θ → +∞,

что эквивалентно
+∞∫
−∞

|Θ (y)− Sθ(y)| f(x)dx→ 0 при θ → +∞. (10)

Так как модуль разности интегралов не превосходит интеграла
модуля разности, то

|Pϕ(u)− P θϕ(u)| 6
+∞∫
−∞

|Θ (y)− Sθ(y)| f(x)dx. (11)

Далее, из (10) и (11) получаем, что

|Pϕ(u)− P θϕ(u)| → 0 при θ → +∞.
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Таким образом, доказано следующее утверждение.
Утв е ржд е н и е 2. Пусть X — абсолютно непрерывная слу-

чайная величина на полном вероятностном пространстве (Ω,F ,P).
Пусть задана непрерывная строго кусочно-монотонная функция потерь
Φ(u,X) : U × Ω→ R, где U ⊂ Rm — непустое множество допустимых
стратегий u и задан уровень потерь ϕ. Пусть также выражениями (7) и (8)
заданы функции P θϕ(u) и Pϕ(u). Тогда верно

P θϕ(u)→ Pϕ(u) при θ → +∞.

Теперь получим выражение для верхней оценки погрешности ап-
проксимации. Для этого рассмотрим подробнее подынтегральную функ-
цию (11). Множитель f(x) — непрерывная положительная ограниченная
функция, не влияющая на знаки неравенств или значения другого сомно-
жителя. Поэтому основная содержательная часть состава погрешности
зависит от модуля разности функций Хевисайда и сигмоиды. Таким
образом, далее будет рассматриваться функция g(y) = |Θ (y)− Sθ(y)|.

Необходимо сразу уточнить, что значение функции Хевисайда в
нуле доопределяется единицей, то естьΘ (0) = 1. Это сделано специально
для непрерывности и симметричности функции g(y).

Разобьем пространство R аргумента x на четыре непересекающися
области:

χ+
1 = {x : 0 6 ϕ− Φ(u, x) < 1} , (12)

χ−1 = {x : −1 < ϕ− Φ(u, x) < 0} , (13)

χ+
2 = {x : ϕ− Φ(u, x) > 1} , (14)

χ−2 = {x : ϕ− Φ(u, x) 6 −1} . (15)

Учитывая замену (9), эти области отвечают разбиению простран-
ства R аргумента y функции g(y), то есть например, область χ+

1 эквива-
лентна области

χ+
1 = {y : 0 6 y < 1} .

Аналогичные размышления относительно разбиения справедливы
и для областей из (13), (14), (15).

Отметим, что ввиду непрерывности Φ(u, x) данные области пред-
ставляют собой объединение непересекающихся интервалов и не более
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чем счетного числа точек. С учетом этого факта введем обозначение:

∫
χ

(·) dx =

n∑
j=1

xj+1∫
xj

(·) dx, (16)

где

χ =
n⋃
j=1

(xj , xj+1),

∀j = 1, n,∀k = 1, n, j 6= k : (xj , xj+1) ∩ (xk, xk+1) = ∅.

Это означает, что в обозначении (16) «интеграл по области» χ
представляет собой сумму интегралов по конечным не пересекающимся
интервалам, составляющим эту область. Поскольку интеграл аддитивен,
а все выкладки далее применимы сразу к любому элементу из любого
интервала фиксированной области, то выкладки справедливы для суммы
всех интегралов по всем областям, для которой и введено обозначение (16).

Перейдем к рассмотрению областей.
1) Рассмотрим область χ+

2 , эквивалентную области, задаваемой
условием y > 1 для аргумента y. Функция Хевисайда на этой области
равна единице. Тогда

g(y) = |1− Sθ(y)| = 1− 1

1 + e−θ·y
. (17)

Из условия задания области следует цепочка неравенств:

y > 1,

1 + e−θy 6 1 + e−θ,

1− 1

1 + e−θy
6 1− 1

1 + e−θ
.

Таким образом, на области χ+
2 выполняется неравенство:

g(y) 6 1− 1

1 + e−θ
.
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Из свойств интеграла и положительности подынтегральной функ-
ции следует: ∫

χ+
2

g(y)f(x)dx 6
∫
χ+
2

(
1− 1

1 + e−θ

)
f(x)dx.

2) Рассмотрим область χ−2 , эквивалентную области, которая за-
дается условием y 6 −1 для аргумента y. Функция Хэвисайда на этой
области равна нулю. Тогда

g(y) = |0− Sθ(y)| = Sθ(y) =
1

1 + e−θ·y

Аналогично цепочке неравенств для предыдущей области разбие-
ния, из неравенства условия:

y 6 −1

получаем неравенство:

1

1 + e−θy
6

1

1 + eθ
.

Аналогично предыдущей области далее получаем:∫
χ−
2

g(y)f(x)dx 6
∫
χ−
2

(
1

1 + eθ

)
f(x)dx.

3) Рассмотрим область χ+
1 , эквивалентную области, которая за-

дается условием 0 6 y < 1 для аргумента y. Нетрудно убедиться, что
функция g(y) является убывающей по y.

Возьмем произвольную точку y∗ ∈ (0, 1). Исходя из непрерывности
и убывания g(y) следуют неравенства:

∀y ∈ (0, y∗) : g(y) 6
1

2
, (18)

∀y ∈ (y∗, 1) : g(y) 6 g(y∗). (19)

Графическая иллюстрация полученных неравенств представлена
на рисунке 2.
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Рис. 2. График функции g(y) для 0 6 y < 1

Разобьем интеграл функции вероятности на сумму двух интегралов:∫
χ+
1

g(y)f(x)dx =

∫
χ++
1

g(y)f(x)dx+

∫
χ+−
1

g(y)f(x)dx, (20)

где
χ++

1 = {x : y∗ < ϕ− Φ(u, x) < 1} , (21)

χ+−
1 = {x : 0 < ϕ− Φ(u, x) < y∗} . (22)

Таким образом, области (21) и (22) сопоставимы с ограничениями
на y из (18) и (19). Следовательно,∫

χ++
1

g(y)f(x)dx 6
∫
χ++
1

g(y∗)f(x)dx, (23)

∫
χ++
1

g(y∗)f(x)dx =

(
1− 1

1 + e−θ·y∗

) ∫
χ++
1

f(x)dx,

∫
χ+−
1

g(y)f(x)dx 6
1

2

∫
χ+−
1

f(x)dx. (24)

Так как неравенства выше действуют для любых y∗ ∈ (0, 1), возь-
мем в качестве y∗ определенные значения, представляющие собой после-
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довательность, зависящую от θ, причем

y∗θ =
1√
θ
. (25)

Тогда из (23) следует:∫
χ++
1

g(y)f(x)dx 6

(
1− 1

1 + e−
√
θ

) ∫
χ++
1

f(x)dx.

4) Рассмотрим область χ−1 , эквивалентную области, которая за-
дается условием −1 < y 6 0 для аргумента y. Ввиду симметричности
функции g(y), все рассуждения для области χ+

1 переносятся на текущую
область симметричным образом с некоторыми отличиями.

Так же как и в предыдущем случае оценивается каждый из инте-
гралов, получаемый при разбиении области χ−1 на две подобласти χ−+

1 и
χ−−1 точкой y∗, то есть

χ−+
1 = {x : y∗ < ϕ− Φ(u, x) < 0} ,

χ−−1 = {x : −1 < ϕ− Φ(u, x) < y∗} ,

но в качестве y∗ берется точка

y∗θ = − 1√
θ
.

Аналогично предыдущему случаю ищем верхнюю оценку для
интегралов, получаем∫

χ−−
1

g(y)f(x)dx 6

(
1

1 + e
√
θ

) ∫
χ−−
1

f(x)dx, (26)

∫
χ−+
1

g(y)f(x)dx 6
1

2

∫
χ−+
1

f(x)dx. (27)

В итоге после рассмотрения всех четырех областей получаем
следующее утверждение.

Утв е ржд е н и е 3. Пусть условия аналогичны таковым в Утвер-
ждении 2. Тогда верхняя оценка погрешности аппроксимации функции
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вероятности может быть найдена по формуле:

|Pϕ(u)− P θϕ(u)| 6
(

1− 1

1 + e−θ

) ∫
χ+
2

f(x)dx+

(
1

1 + eθ

) ∫
χ−
2

f(x)dx+

+
1

2

∫
χ+−
1

f(x)dx+

(
1− 1

1 + e−
√
θ

) ∫
χ++
1

f(x)dx+ (28)

+
1

2

∫
χ−+
1

f(x)dx+

(
1

1 + e
√
θ

) ∫
χ−−
1

f(x)dx,

где области χ+
2 , χ

−
2 , χ

+−
1 , χ++

1 , χ−+
1 , χ−−1 задаются соответствующими

уравнениями.
4. Производные функции вероятности и ее аппроксимации.

Далее для удобства и краткости выкладок переобозначим u как одну
из компонент ui многомерного управления u = [u1, u2, ..., um]T . Таким
образом, полученные далее формулы будут справедливы для каждой из
компонент вектора управления.

Для дальнейших выкладок необходимо показать некоторые свой-
ства дельта-функции Дирака и производной сигмоидальной функции.
Дельта-функция Дирака — обобщенная функция, определяемая следую-
щим образом:

δ(x) = 0, x 6= 0,

+∞∫
−∞

δ(x)dx = 1.

Известно, что дельта-функция Дирака может быть представлена
как предел бесконечной последовательности обычных функций, площадь
под кривыми которых равна единице, а значения функций вне точки x = 0
стремятся к нулю. Также для дельта-функции выполняется свойство:

+∞∫
−∞

δ(y − y0)g(y)dy = g(y0), (29)

где y0 есть ноль аргумента дельта-функции.
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Производная сигмоидальной функции:

∂Sθ(y)

∂y
=

(
1

1 + e−θy

)′
= θ · Sθ(y) · (1− Sθ(y)) .

График функции g(y) = θ · Sθ(y) · (1− Sθ(y)) представлен на
рисунке 3 (параметр θ = 5).

Рис. 3. Производная сигмоидальной функции

При рассмотрении производных сигмоиды при различных θ в каче-
стве элементов последовательности, то есть рассмотрении {(Sθ(y))′}∞θ=1,
выполняется:

(Sθ(y))′
∣∣∣∣
y=0

= θ · 1

2
· 1

2
=
θ

4
→ +∞ при θ → +∞.

Также справедливо

(Sθ(y))′
∣∣∣∣
y 6=0

= θ · Sθ(y) · (1− Sθ(y))→ 0 при θ → +∞,

+∞∫
−∞

(Sθ(y))′dy = Sθ(y)

∣∣∣∣+∞
−∞

= 1− 0 = 1.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.
Утв е ржд е н и е 4. Последовательность производных сигмои-

дальных функций сходится к дельта-функции Дирака при стремлении
параметра сигмоидальной функции к бесконечности, или

lim
θ→+∞

(Sθ(y))′ = δ(y). (30)
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Таким образом, на последовательность производных сигмоидаль-
ной функции в пределе распространяются свойства дельта-функции, в
частности свойство (29). Это также фактически означает, что на любом от-
резке [a, b], не включающем в себя y0, интеграл произведения производной
сигмоидальной функции и другой функции стремится к нулю.

Перейдем к вопросу о сходимости производной аппроксимирован-
ной функции вероятности к производной исходной функции вероятности.
Для начала найдем производную исходной функции вероятности по u.
Для этого воспользуемся тем, что Φ(u, x) является гладкой кусочно-
монотонной по x функцией. Это позволяет представить выражение для
Pϕ в виде суммы интегралов особого вида:

Pϕ(u) =
∑
i

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx, (31)

где x−i (u) и x+
i (u) – границы i-го промежутка монотонности функции

Φ(u, x) при заданном управлении u. Эти точки определяются как точки
перегибов и локальных экстремумов функции Φ(u, x) при заданном u, то
есть являются решениями уравнения:

∂

∂x
Φ(u, x) = 0. (32)

В случае линейной поxфункции потерь, промежутокмонотонности
совпадает со всей областью определения функции потерь по второму
аргументу. Уравнение (32) задает неявную функцию, а значит, по теореме
о неявной функции возможно найти производную границы интервала
монотонности по u. Эта производная будет задаваться выражением:

∂x∗

∂u
= −Φ′′ux(u, x∗)

Φ′′xx(u, x∗)
, (33)

где x∗ – решение уравнения (32).
Воспользуемся представлением (31) и запишем производную

Pϕ(u):

∂

∂u
Pϕ(u) =

∑
i

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx. (34)
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На каждом из промежутков монотонности возможен один из четы-
рех вариантов:

1) min
x∈[x−

i (u);x+
i (u)]

Φ(u, x) > ϕ.

В этом случае интеграл

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx = 0,

и его производная на отрезке:

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx = 0. (35)

2) max
x∈[x−

i (u);x+
i (u)]

Φ(u, x) 6 ϕ.

В этом случае

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx =

x+
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)dx.

Производная интеграла по u, согласно формуле Лейбница, равна

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)dx = f(x+
i (u))

dx+
i (u)

du
− f(x−i (u))

dx−i (u)

du
=

= f(x−i (u))
Φ′′ux(u, x−i (u))

Φ′′xx(u, x−i (u))
− f(x+

i (u))
Φ′′ux(u, x+

i (u))

Φ′′xx(u, x+
i (u))

. (36)

3) Φ(u, x−i (u)) 6 ϕ 6 Φ(u, x+
i (u)).

В этом случае

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx =

x∗
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)dx,
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где x∗i (u) – корень уравнения Φ(u, x) = ϕ на отрезке [x−i (u);x+
i (u)] при

заданном u, причем единственный. Производная этого интеграла по u
равна:

∂

∂u

x∗
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)dx = f(x∗i (u))
dx∗i (u)

du
− f(x−i (u))

dx−i (u)

du
. (37)

Производная x∗i (u) по u определяется также с помощью теоремы
о неявной функции и равна:

dx∗i (u)

du
= −Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
. (38)

Следовательно,

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx = f(x−i (u))
Φ′′ux(u, x−i (u))

Φ′′xx(u, x−i (u))
−

− f(x∗i (u))
Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
. (39)

4) Φ(u, x−i (u)) > ϕ > Φ(u, x+
i (u)).

В этом случае

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx =

x+
i (u)∫

x∗
i (u)

f(x)dx, (40)

где x∗i (u) – также корень уравненияΦ(u, x) = ϕ на отрезке [x−i (u);x+
i (u)]

при заданном u, причем единственный. Производная этого интеграла по
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u равна:

∂

∂u

x+
i (u)∫

x∗
i (u)

f(x)dx = f(x+
i (u))

dx+
i (u)

du
− f(x∗i (u))

dx∗i (u)

du
=

= f(x∗i (u))
Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
− f(x+

i (u))
Φ′′ux(u, x+

i (u))

Φ′′xx(u, x+
i (u))

. (41)

Таким образом, производная функции вероятности по u определена
на всем множестве значений x.

Проведем аналогичные выкладки для аппроксимации функции
вероятности. Рассматриваемая производная определяется аналогично
выкладкам для исходнойфункции и в итоге получаем аналогформулы (34):

∂

∂u
P θϕ(u) =

∑
i

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx. (42)

Рассмотрим аналогичные исходной функции вероятности проме-
жутки монотонности.

1) min
x∈[x−

i (u);x+
i (u)]

Φ(u, x) > ϕ.

В этом случае при росте θ интеграл стремится к нулю, следователь-
но,

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx→ 0 при θ → +∞, (43)

что сопоставимо с результатом (35).
2) max

x∈[x−
i (u);x+

i (u)]
Φ(u, x) 6 ϕ.
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В этом случае производная интеграла по u равна:

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx =

= Sθ(ϕ−Φ(u, x+
i ))f(x+

i (u))
dx+

i (u)

du
−Sθ(ϕ−Φ(u, x−i ))f(x−i (u))

dx−i (u)

du
−

−
x+
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)S′θ(ϕ− Φ(u, x))Φ′u(u, x)dx. (44)

Значения множителей Sθ(ϕ− Φ(u, x+
i )) и Sθ(ϕ− Φ(u, x−i )) стре-

мятся к единице, а последнее слагаемое, согласно свойствам производной
сигмоиды, стремится к нулю при θ → +∞. Следовательно,

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx→ f(x−i (u))
Φ′′ux(u, x−i (u))

Φ′′xx(u, x−i (u))
−

− f(x+
i (u))

Φ′′ux(u, x+
i (u))

Φ′′xx(u, x+
i (u))

при θ → +∞,

или, сопоставляя полученное выражение и (36), получим:

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx→ ∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Θ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx.

(45)
3) Φ(u, x−i (u)) 6 ϕ 6 Φ(u, x+

i (u)).
В этом случае существует x∗i (u) – корень уравнения Φ(u, x) = ϕ

на отрезке [x−i (u);x+
i (u)] при заданном u, причем единственный. Произ-

водная интеграла по u определяется согласно формуле (44), и на этом
промежутке монотонности выполняются следующие соотношения:

Sθ(ϕ− Φ(u, x+
i ))→ 0 при θ → +∞, (46)

Sθ(ϕ− Φ(u, x−i ))→ 1 при θ → +∞. (47)
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В последнем слагаемом (44), а именно интеграле, сделаем замену
переменных

t = Φ(u, x), dt = Φ′x(u, x)dx, (48)

получаем:

x+
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)S′θ(ϕ−Φ(u, x))Φ′u(u, x)dx =

t+∫
t−

f(x(t))S′θ(ϕ−t)
Φ′u(u, x(t))

Φ′x(u, x(t))
dt,

где t− = t(x−i (u)), t+ = t(x+
i (u)). Исходя из свойств производной сиг-

моиды, значение этого интеграла стремится к значению подынтегральной
функции в точке t = ϕ, которая по определению эквивалентна точке
x = x∗i (u). Таким образом, верно

x+
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)S′θ(ϕ− Φ(u, x))Φ′u(u, x)dx→ f(x∗i (u))
Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
. (49)

Рассматривая поведение (44) с учетом (46), (47), (49), получим, что

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx→ f(x−i (u))
Φ′′ux(u, x−i (u))

Φ′′xx(u, x−i (u))
−

− f(x∗i (u))
Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
при θ → +∞,

а отсюда следует выполнение соотношения (45) для этого промежутка
монотонности.

4) Φ(u, x−i (u)) > ϕ > Φ(u, x+
i (u)).

Действуем по аналогии с прошлым случаем; получаем, что суще-
ствует единственный корень x∗i (u) уравнения Φ(u, x) = ϕ на данном
отрезке монотонности, производная определяется по формуле (44) и что
верны выражения:

Sθ(ϕ− Φ(u, x+
i ))→ 1 при θ → +∞,

Sθ(ϕ− Φ(u, x−i ))→ 0 при θ → +∞.
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В интегральном слагаемом предполагается замена (48), и по свой-
ству производной сигмоиды получаем:

x+
i (u)∫

x−
i (u)

f(x)S′θ(ϕ− Φ(u, x))Φ′u(u, x)dx→ f(x∗i (u))
Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
. (50)

В итоге, собрав все соотношения, получим:

∂

∂u

x+
i (u)∫

x−
i (u)

Sθ(ϕ− Φ(u, x))f(x)dx→ −f(x+
i (u))

Φ′′ux(u, x+
i (u))

Φ′′xx(u, x+
i (u))

+

+ f(x∗i (u))
Φ′u(u, x∗i (u))

Φ′x(u, x∗i (u))
при θ → +∞,

а отсюда следует выполнение соотношения (45) для этого промежутка
монотонности.

Таким образом, рассмотрев все промежутки монотонности, было
доказано следующее утверждение.

Утв е ржд е н и е 5. Пусть условия аналогичны таковым в Утвер-
ждении 2, тогда последовательность частных производных по управлению
аппроксимированной вероятностной функции стремится к частной про-
изводной по управлению исходной вероятностной функции, т.е.

∂P θϕ(u)

∂u
→ ∂Pϕ(u)

∂u
при θ → +∞. (51)

Для получения удобной формулы производной аппроксимации
вероятностной функции рассмотрим математическое ожидание:

M [G(u0, u1, x)] = M
[
Sθ(ϕ− Φ(u1, x))− Sθ(ϕ− Φ(u0, x))

u1 − u0

]
, (52)

где u1 = u0 + ∆u,∆u > 0, и представление сигмоидальной функции

Sθ(ϕ− Φ(u, x)) =

u∫
−∞

h(β, x)dβ,
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где

h(β, x) = θSθ(ϕ− Φ(β, x)) (1− Sθ(ϕ− Φ(β, x))) (−Φ′β(β, x)).

Тогда из (52) следует:

M [G(u0, u1, x)] = M

 1

u1 − u0

u1∫
u0

h(β, x)dβ

 . (53)

Используя свойства индикаторной функции, свойства интегралов и
теорему Фубини, доказывается равномерная интегрируемость семейства
функций {G(u0, u1, x) : u1 > u0, u0 ∈ U, u1 ∈ U}. Из этого следует, что

∂

∂u
M

u∫
−∞

h(β, x)dβ = Mh(β, x).

Переходя к принятым ранее обозначениям, получим:

∂

∂u
P θϕ(u) = M[θSθ(ϕ− Φ(u, x)) (1− Sθ(ϕ− Φ(u, x))) (−Φ′u(u, x))],

или, в конечном виде:

∂P θϕ(u)

∂u
=

+∞∫
−∞

θSθ(y(u, x)) (Sθ(y(u, x))− 1) Φ′u(u, x)f(x)dx, (54)

где y(u, x) = ϕ− Φ(u, x).
Данную формулу можно использовать при решении задачи (1) с

помощью методов оптимизации первого порядка.
По аналогии с формулой (54) вычисляется производная аппрокси-

мации функции вероятности по параметру ϕ:

∂P θϕ(u)

∂ϕ
=

+∞∫
−∞

θSθ(ϕ− Φ(u, x)) (1− Sθ(ϕ− Φ(u, x))) f(x)dx, (55)

Так как все свойства, соотношения дельта-функции Дирака и рас-
суждения переносятся на случай производной по параметру ϕ без измене-
ний, то при помощи рассуждений, аналогичных таковым при получении
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(51), справедливо следующее:

∂P θϕ(u)

∂ϕ
→ ∂Pϕ(u)

∂ϕ
при θ → +∞. (56)

Данное соотношение необходимо для получения выражения для
производной функции квантили.

5. Квантильный критерий. Аппроксимация. Согласно одно-
мерному аналогу формулы представления градиента функции квантили
из [6], справедливо равенство

∂

∂u
ϕα(u) = −

∂

∂u
Pϕ(u)

∣∣∣
ϕ=ϕα(u)

∂

∂ϕ
Pϕ(u)

∣∣∣
ϕ=ϕα(u)

. (57)

Подставив в (57) выражения (54) и (55), получим выражение для
аппроксимации производной квантили по управлению:

∂ϕθα(u)

∂u
≈

+∞∫
−∞

Sθ(y(u, x)) (1− Sθ(y(u, x))) Φ′u(u, x)f(x)dx

+∞∫
−∞

Sθ(y(u, x)) (1− Sθ(y(u, x))) f(x)dx

, (58)

где y(u, x) = ϕα(u)− Φ(u, x).
Данное выражение может быть использовано при решении зада-

чи (2) методами оптимизации первого порядка.
Согласно определению квантили и функции распределения, спра-

ведливо равенство:
FX(ϕα) = α,

где ϕα — квантиль уровня α случайной величины X c функцией распре-
деления FX(x) и плотностью fX(x). Продифференцируем равенство по
α в обеих частях, получим:

fX(ϕα) · dϕα
dα

= 1,

или
dϕα
dα

=
1

fX(ϕα)
.
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Учитывая выражение (55), получим уравнение апроксимации про-
изводной квантили по уровню для нашего случая

∂ϕθα(u)

∂α
=

1
+∞∫
−∞

θSθ(y(u, x)) (1− Sθ(y(u, x))) f(x)dx

, (59)

где y(u, x) = ϕα(u)− Φ(u, x).
Таким образом, оценив или определив значение квантили для

заданных u и α, можно вычислить квантиль определенного уровня и
использовать градиентные методы оптимизации для решения исходной
задачи в квантильной постановке.

Доказательство сходимости аппроксимации квантили и ее произ-
водных к исходным функциям выходит за рамки настоящей статьи и будет
исследовано в дальнейших работах.

6. Примеры применения. В этом разделе приведены 3 примера
применения полученных оценок градиента к решению задач стохастиче-
ского программирования. Первый пример показывает, что полученное с
помощью градиентного спуска решение соответствует точному, которое
может быть найдено аналитически. Второй пример показывает возмож-
ность применения оценок градиента для решения задачи с двумерным
случайным вектором, хотя вопрос точности и сходимости оценок в случае
многомерного распределения остается предметом дальнейшего иссле-
дования. Третий пример показывает возможность применения оценок в
прикладной задаче: задаче минимизации площади взлетно-посадочной
полосы при ограничении на вероятность успешной посадки.

Пример 1. Пусть функция потерь задана следующим образом:

Φ(u,X) = u2
0 + (u1 − 1)2 ·X +X,

где [u0, u1]T ∈ [−a, a] × [−a, a], a > 1, а случайная величина X имеет
равномерное распределение на [1, 3]:

X ∼ U[1, 3].

Зафиксируем уровень α = 0.75 и рассмотрим задачу оптимизации
квантили:

ϕ0.75(u)→ min
u
.

Нетрудно заметить, что при таких ограничениях на управление и
соответствующей целевой функции минимум квантили достигается при
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управлении
uopt = [0, 1]T ,

а само значение квантили в этой точке равно:

ϕ0.75(uopt) = 2.5.

Решать задачу будем методом градиентного спуска с фиксирован-
ным шагом. Для начала зададим начальную точку u0 и найдем значение
квантили в этой точке. В этой задаче значение можно вычислить непосред-
ственно; в более сложных задачах подразумевается оценка начального
приближения, например методом Монте-Карло. Итак, пусть

u0 = [1, 0]T , ϕ0.75(u0) = 6.

Градиент квантили, являющийся основой алгоритма, вычисляется
на каждом шаге в соответствии с формулой (58). Интегралы вычисляются
приближенно при помощи известных численных методов. Зададим величи-
ну шага алгоритма h = 0.001, параметр остановки алгоритма ε = 0.00001
и параметр сигмоидальной функции θ = 20. Алгоритм был реализован
при помощи пакетов scipy и numpy языка Python.

В результате работы алгоритма было получено следующее решение:

uθopt = [0.0019, 1.0000]T , ϕ0.75(uθopt) = 2.4982.

Количество итераций при этом составило около 2600, что является
неплохим показателем скорости сходимости, учитывая шаг алгоритма.
Точность аппроксимации может быть увеличена за счет изменения пара-
метров h и ε алгоритма, а также за счет увеличения параметра θ.

Пример 2. Обобщение на случайный вектор произвольной размер-
ности X . Пусть функция потерь задана следующим образом:

Φ(u,X) = u2
0 + (u1 − 1)2 ·X1 + (u2 − 1)2 ·X2 +X1 +X2,

где [u0, u1, u2]T ∈ [−a, a]×[−a, a]×[−a, a], a > 1, а случайные величины
X1 и X2 независимы и имеют распределения:

X1 ∼ U[1, 3], X2 ∼ U[1, 3].

То есть по сути задана случайная величина X = [X1, X2]. Рас-
сматривать будем задачу, аналогичную таковой в предыдущем примере —
оптимизация по квантильному критерию с уровнем α = 0.75. По аналогии
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точка оптимума и значение в этой точке находятся непосредственно:

uopt = [0, 1, 1]T , ϕ0.75(uopt) = 4.5.

Алгоритм решения остается неизменным, с тем лишь отличием, что
в аналоге (58) для текущего случая будут вычисляться двойные интегралы
по каждому из возможных значений X1 и X2, а совместная плотность
распределения fX(x1, x2), входящая в вычисляемые выражения, ввиду
независимости величин будет равна:

fX(x1, x2) =


1

4
, (x1, x2) ∈ [1, 3]× [1, 3],

0, (x1, x2) /∈ [1, 3]× [1, 3].

Для выбранной начальной точки u0 квантиль оценим непосред-
ственно:

u0 = [1, 0, 0]T , ϕ0.75(u0) = 10.

Параметры алгоритма и сигмоиды оставим аналогичные предыду-
щему примеру.

В результате работы алгоритма было получено следующее решение:

uθopt = [0.009, 0.998, 0.998]T , ϕ0.75(uθopt) = 4.509.

Количество итераций составляло порядка 12000. Как и в предыду-
щем случае, лучшей точности можно добиться, управляя параметрами
алгоритма и сигмоидальной функции.

Пример 3. Задача оптимизации площади взлетно-посадочной
полосы. Проблема оптимизации площади взлетно-посадочной полосы
(ВПП) связана с двумя факторами:

– действием порывов ветра при посадке, что влияет на точку
касания летательным аппаратом (ЛА) полотна, поэтому с точки зрения
безопасности посадки полотно ВПП должно быть максимально обширным;

– дороговизной покрытия квадратного метра полотна ВПП, по-
этому с этой точки зрения площадь ВПП должна быть минимально
возможной.

В результате учета этих двух факторов и возникает задача опти-
мизации площади взлетно-посадочной полосы: найти минимально воз-
можную площадь ВПП, при которой гарантируется некий установленный
уровень безопасности при посадке ЛА. Суть задачи сводится в поиске
оптимальных длины и ширины полотна взлетно-посадочной полосы, при
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которых выполняются вероятностные ограничения по безопасности, то
есть превышается заданная вероятность успешной посадки.

Пусть O— расчетная точка касания самолетом ВПП; l0 — номи-
нальная длина пробега ЛА до полной остановки при отсутствии внешних
возмущений; z0 —половина расстояния между посадочными шасси. Учет
требований надежности осуществляется путем введения величин: l1 —
запас по длине ВПП на случай недолета до точки O; l2 — запас по длине
ВПП на случай перелета;z1 — половина ширины ВПП. Все описанные
величины представлены на рисунке 4.

Рис. 4. Параметры ВПП и ЛА при посадке

Площадь ВПП определяется выражением:

S(l1, l2, z1) = 2z1(l0 + l1 + l2).

На параметры из физического смысла задачи накладываются огра-
ничения:

l1 > 0, l2 > 0, z1 > z0. (60)

В целях упрощения модели предполагаем, что z0 = 0.
Пусть X и Z — случайные отклонения от точки касания O вдоль

осей Ox и Oy соответственно. Эти отклонения связаны с компонентами
Wx иWy соотношениями:

X = a11Wx + a12|Wz|, Z = a22Wz,

где a11, a12, a22 — известные коэффициенты. Предположим, что Wx и
Wz — независимые нормально распределенные случайные величины с
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известными параметрами:

Wx ∼ N(mx, σ
2
x), Wz ∼ N(mz, σ

2
z).

Посадка считается успешной, если

− l1 6 X 6 l2, |Z| 6 z1.

Таким образом, требование по безопасности посадки можно сфор-
мулировать как

P{−l1 6 X 6 l2, |Z| 6 z1} > α, (61)

где α — доверительная вероятность, отражающая заданный уровень
надежности.

Таким образом, задача оптимизации описывается как:

S(l1, l2, z1)→ min
l1,l2,z1

(62)

при ограничениях (60), (61).
В книге [6] авторами приведена задача, эквивалентная задаче (62),

но в постановке квантильной оптимизации, и при помощи аналитического
алгоритма на основе доверительного метода определено оптимальное
решение для различных значений параметра a12. В частности, при a12 = 0
приближенное оптимальное решение задачи выглядит как:

l1 = l2 = k2, z1 =
γ

2
, (63)

где

k2 = |a11|σxrα, γ = 2|a22|σzrα, rα =
√
−2 ln(1− α).

Авторами [6] также отмечено, что использование метода Монте-
Карло или прямого метода оценки уровня квантили связано с огромными
вычислительными затратами, а получение точного решения невозмож-
но в силу зависимости выпуклости целевой функции от ее случайных
компонент.

Исходные параметры задачи были заданы следующим образом:

α = 0.95, l0 = 150, a11 = −2, a12 = 0, a22 = 1,

mx = mz = 0, σx = σz = 3.
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При таких значениях параметров, согласно (63), приближенное
оптимальное решение равно:

l∗1 = l∗2 = 14.687, z∗1 = 7.343, S(l∗1, l
∗
2, z
∗
1) = 1900.034.

Решение задачи (62) при ограничениях (60), (61) определяется
при помощи метода доверительных областей (trust-region), где градиент
вероятностного ограничения вычисляется в соответствии с формулой (54).
Ввиду независимости полученных величин X и Z, их совместная плот-
ность является произведением плотностей каждой из компонент с по-
правкой на коэффициенты a11 и a22. Параметры алгоритма были заданы
следующим образом: минимально допускаемые значения для градиента и
радиуса доверительной области равны значению параметра остановки ал-
горитма ε = 0.0001, параметр сигмоидальной функции θ = 10. Значение
объемных интегралов определяется численно с точностью εint = 0.0001.
Первоначальной точкой алгоритма была выбрана точка, эквивалентная
значению переменных

l01 = 19.163, l02 = 9.581 z0
1 = 32.186, S(l01, l

0
2, z

0
1) = 8287.491.

В результате работы алгоритма было получено следующее решение:

lθ1 = lθ2 = 16.896, zθ1 = 7.946, S(lθ1, l
θ
2, z

θ
1) = 2126.235.

Число итераций алгоритма составило порядка 900. Лучшей точно-
сти можно добиться, управляя параметрами алгоритма и сигмоидальной
функции.

На основе примеров 2 и 3 можно высказать предположение, что
верны обобщения полученных формул на случай многомерности исходной
случайной величиныX . Однако эта тема требует более основательного
исследования и выходит за рамки данной статьи.

Также стоит отметить, что многие схожие с рассмотренной в
примере 3 задачи могут решаться с помощью описанных алгоритмов
аппроксимации. В первую очередь это задачи, сводимые к задачам кван-
тильной или вероятностной оптимизации или заданные с вероятностными
ограничениями, такие как проектирование системы водоснабжения, фор-
мирование портфеля ценных бумаг, планирование бюджета госпиталя и
другие, для которых проблематично найти аналитическое решение или
методы нахождения приближенного решения связаны с вычислительными
трудностями.
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7. Заключение. Основным объектом исследования является ал-
горитм аппроксимации вероятностных критериальных функций в задачах
стохастического программирования. Научная новизна результатов заклю-
чается в получении новых выражений для оценки функции вероятности, ее
производных и производных функции квантили, а также получение выра-
жения для оценки погрешности функции вероятности в форме объемных
интегралов.

Полученные в статье оценки могут быть использованы при решении
задач стохастического программирования при помощи численныхметодов
оптимизации первого порядка, особенно в случаях, когда другие методы
могут быть не применимы. Основным преимуществом такого способа
решения является относительная вычислительная простота по сравнению,
например, с доверительным методом, широко применяющимся при ре-
шении задач стохастического программирования. Вычисление градиента
функции вероятности указанным способом также является менее трудо-
емким по сравнению с вычислением градиента в форме поверхностного
интеграла.

Перспективным видится дальнейшее развитие идей, изложенных в
настоящей статье. Предполагается доказательство сходимости аппрок-
симации функции квантили и ее производной. Также предполагается
улучшение верхней оценки погрешности аппроксимации функции вероят-
ности и оценка погрешности аппроксимации квантили. Дополнительно
планируется рассмотрение условий, накладываемых на целевую функцию,
и разработка алгоритма решения задач с вероятностными ограничениями.
Наконец, наиболее масштабным и актуальным видится исследование,
посвященное обобщению данного вида аппроксимации на случай много-
мерных случайных величин.
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Abstract. One of the possible variants of smooth approximation of probability criteria in
stochastic programming problems allowing to obtain estimates of the probability function gradient
and the quantile function gradient in the form of a volume integral is considered. The research is
applied to problems of probability function maximization and quantile function minimization for
the loss functional depending on the control vector and one-dimensional absolutely continuous
random variable.

The main idea of the approximation is to replace the discontinuous Heaviside function in the
integral representation of the probability function with a smooth function having such properties
as continuity, smoothness, and easily computable derivatives. An example of such function is
the distribution function of a random variable distributed according to the logistic law with zero
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The main result of the article is the obtained expressions for approximation of the probability
function derivatives by the control vector and by the acceptable loss level, as well as expressions for
approximation of the quantile function gradient in the form of volume integrals. The article proves
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МЕТОД УПОРЯДОЧЕНИЯ ПРОЦЕДУР РАЗБИЕНИЯ 
СОСТОЯНИЙ ПРОЦЕДУРАМИ С ДВУМЯ И ТРЕМЯ 

ИСХОДАМИ С УЧЕТОМ ИХ СТОИМОСТИ И ВЕСОВ 
СОСТОЯНИЙ 

 
Ефанов Д.В., Хорошев В.В. Метод упорядочения процедур разбиения состояний 
процедурами с двумя и тремя исходами с учетом их стоимости и весов состояний. 

Аннотация. Описывается метод упорядочения процедур разбиения состояний 
процедурами с двумя и тремя исходами. При этом использованы терминология и методы 
теории вопросников, а сама последовательность процедур разбиения определена как 
неоднородный вопросник с вопросами, имеющими два и три варианта ответа. Этот класс 
вопросников является особенным и выделен авторами в класс бинарно-тернарных и 
интересен тем, что это наиболее простой класс неоднородных вопросников. Кроме того, 
увеличение числа ответов какого-либо вопроса на практике также может дать выигрыш в 
параметрах вопросников, в том числе в показателе его эффективности – средней цене 
обхода. Отмечается, что использование бинарно-тернарных вопросников на практике 
позволяет уменьшить среднее время идентификации событий по вопроснику, что крайне 
важно в тех приложениях вопросников, в которых имеется ограничение на время 
идентификации событий, например в системах критического применения. Приводится 
метод оптимизации бинарно-тернарных вопросников, основанный на поиске наиболее 
предпочтительных вопросов для каждого подмножества идентифицируемых событий. 
Выбор предпочтительных вопросов основан на установлении отношений сравнения 
между ними. Описаны все возможные виды сравнимости двух вопросов с двумя ответами, 
двух вопросов с тремя ответами, а также вопроса с двумя ответами и вопроса с тремя 
ответами. Приведен пример получения математического выражения для функции, 
характеризующей предпочтительность вопросов друг перед другом, а также обобщенная 
формула выбора наиболее предпочтительного вопроса для любых неоднородных 
вопросников. Сформирован алгоритм метода упорядочения вопросов, который позволяет 
за полиномиальное время построить бинарно-тернарный вопросник с наименьшей ценой 
обхода. Приведен пример оптимизации бинарно-тернарного вопросника по 
представленному методу. 

Ключевые слова: техническое диагностирование; поиск неисправности; вопросник; 
бинарно-тернарный вопросник; оптимизация; отношения сравнения между вопросами; 
сравнимые вопросы. 

 
1. Введение. До сих пор во многих областях науки и техники ве-

лика доля участия человека в процессе эксплуатации систем и 
устройств управления. Примером тому является транспортная отрасль, 
где выполняемые диспетчерами, водителями и оперативным персона-
лом функции крайне сложно поддаются автоматизации [1-5]. В этой 
связи важнейшее значение имеет своевременное принятие решений че-
ловеком, что особенно проявляется при возникновении нештатных си-
туаций в процессе управления (например, наличие конфликтов при 
управлении, возникновение неисправностей компонентов, реализация 
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запланированных технологических окон (простоев производства для 
проведения работ по обслуживанию и т.д.). Для повышения эффектив-
ности процессов эксплуатации устройства и системы управления снаб-
жаются диагностическим обеспечением, которое способно автоматиче-
ски измерять ответственные параметры узлов и компонентов, выводить 
полученную информацию пользователям, а также проводить оценку по-
лучаемых данных, то есть осуществлять мониторинг состояния. Ис-
пользование автоматических систем диагностирования и мониторинга 
позволяет, в том числе повысить отказоустойчивость систем управле-
ния за счет выявления развивающихся дефектов на стадиях предотказ-
ных (докритических) состояний [6]. Своевременная реакция оператив-
ного персонала на такие состояния устройств автоматизации дает воз-
можность предотвратить отказ и нарушения в технологических процес-
сах управления. А в тех случаях, когда отказа избежать не удается, ис-
пользование системы мониторинга позволяет сократить время на поиск 
и восстановительные работы.  

Использование автоматических систем диагностирования и мо-
ниторинга крайне важно в таких областях, где останов технологиче-
ского процесса невозможен (системы критического действия) или 
крайне негативно сказывается на экономических составляющих. К та-
ковым, например, относятся водный транспорт, авиация, железнодо-
рожный комплекс и так далее. По этой причине развитие систем диа-
гностирования и мониторинга таких объектов приобретает наивысший 
приоритет. Они становятся не просто средством обработки данных пу-
тем сравнения с установленными пороговыми предельными значени-
ями, как в большинстве современных автоматизированных систем 
управления, но средствами мониторинга, снабженными инструментами 
машинного анализа и поддержки принятия решений техническим пер-
соналом по использованию объектов диагностирования по назначению 
и выбору способов их технического обслуживания [6]. 

Важным вопросом в развитии технических средств диагностиро-
вания и мониторинга является создание подсистем поддержки принятия 
решений, которые на основании исторических данных (времени и усло-
вий эксплуатации, дат и времен обслуживания и ремонтов, имеющихся 
детальных статистических данных использования и прочих данных) и 
измеряемых в режиме реального времени данных об ответственных па-
раметрах устройств могут давать подсказки обслуживающему персо-
налу. В настоящее время указанная задача во многих отраслях решается 
на основе экспертного анализа обслуживающим персоналом, который 
порой затрачивает значительное время на решение задачи идентифика-
ции тех или иных диагностических событий [6]. В этой связи полезными 
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могут оказаться развитые во второй половине XX – начале XXI столе-
тия методы технической диагностики, и в том числе известной теории 
вопросников (теории, в которой основным объектом является вопрос-
ник, образованный некоторым множеством вопросов или процедур, ко-
торые позволяют разделить полное множество событий на одноэле-
ментные подмножества; можно сказать, что вопросник – это последова-
тельность процедур разбиения исходного множества событий на одно-
элементные подмножества) [7-17] для автоматического построения 
условных алгоритмов поиска неисправностей в программных средствах 
систем технического диагностирования и мониторинга. 

Так как для систем критического действия важнейшим факто-
ром является время диагностирования [18, 19], то возникает задача 
поиска такой последовательности проверок (вопросов) (или, другими 
словами, построения алгоритма диагностирования), которая даст по-
ложительный результат за время, не превосходящее установленное 
для данной процедуры. Не всегда это возможно сделать при исполь-
зовании вопросов с числом ответов, равным двум. Уменьшить время 
можно за счет использования вопросов с числом ответов, бόльшим 
или равным трем. Обратим внимание читателя на особенный класс 
вопросников – вопросники, число ответов на каждый из вопросов, в 
которых может быть равным только двум и трем. Это наиболее про-
стые неоднородные (в смысле числа ответов на вопросы) вопросники, 
которые могут использоваться на практике. В данной работе приво-
дится описание метода упорядочения вопросов, позволяющего за по-
линомиальное время строить вопросник, который дает наименьшее 
среднее время идентификации событий (в технической диагностике – 
поиска неисправности) [11]. Использование данного метода на прак-
тике при обработке данных, поступающих в реальном масштабе вре-
мени, может оказаться гораздо эффективнее тех методов, которые об-
ладают большой трудоемкостью построения алгоритмов диагности-
рования [20-30]. Так как достижение автоматическими средствами 
мониторинга высокой полноты и глубины диагностирования на прак-
тике не всегда возможно, то при большом числе операций использо-
вание таких методов будет приводить к задержкам в выдаче рекомен-
даций для поиска неисправностей. 

2. Вопросники, образованные вопросами с двумя и тремя от-
ветами. Говорить о вопросниках с вопросами, имеющими по два и три 
ответа, целесообразно в том случае, если результаты измерений значе-
ний позволяют в один и тот же момент времени идентифицировать два 
или три события (или подмножества ответов). Например, измеренное 

значение какого-либо параметра S может дать ответ на вопрос a
S S  или 
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b
S S , или c

S S , где a
S , b

S , c
S – множества значений, соответствую-

щих событиям a, b и c (в диагностике – состояниям объекта диагности-
рования). Примеры таких вопросов из области железнодорожной авто-
матики представлены в [31, 32]. Наличие вопросов, дающих сразу три 
варианта ответов, позволяет на практике сократить число измеритель-
ных процедур, что влияет и на среднее время идентификации событий. 
Поэтому класс вопросников с вопросами, имеющими по два и три от-
вета, является крайне важным. 

Определение 1. Вопросник, который включает только вопросы с 
двумя и тремя ответами и в котором имеется по крайней мере один во-
прос с двумя и один вопрос с тремя ответами, назовем бинарно-тернар-
ным вопросником. 

Обозначим далее бинарно-тернарный вопросник как BTQ (bi-
nary-ternary questionnaire).  

Вернемся к теории вопросников и напомним читателю основные 
ее понятия [7, 10]. 

Вопросник – это совокупность множества идентифицируемых 

событий  ,
i

S s 1, 2, ..., ,i m  и множества  ,
j

   1, 2,..., ,j n необхо-

димых для разделения множества событий вопросов (иными словами, 
модель вопросника можно представить двойкой множеств      <S, Π>). 
Если вопросы таковы, что позволяют разделить исходное множество со-
бытий на одноэлементные подмножества, то говорят, что решается за-
дача полной идентификации, в противном случае решается задача не-
полной идентификации. При решении задачи идентификации учиты-
вают такие параметры, как «важность» идентифицируемого события и 
«стоимость» постановки каждого вопроса. Показателем «важности» в 
технической диагностике может являться вероятность возникновения 
дефекта, а показателем «стоимости» проверки – затраты на ее реализа-
цию (например, время ее проведения или трудоемкость). Таким обра-
зом, задача идентификации событий может быть решена различными 
способами с различными затратами (ценой), что определяется последо-
вательностью постановки вопросов. Центральной задачей теории во-
просников является задача оптимизации вопросника по критерию ми-
нимума средней цены идентификации события. 

Для каждого события в вопроснике задается значение весового 

коэффициента   ,i
s  ,

i
s S  а для каждого вопроса фиксируется цена 

 j
c   и весовой коэффициент   ,

j
   j

  . Весовой коэффициент 

каждого вопроса складывается из суммы весовых коэффициентов со-
бытий, входящих в подмножества его ответов. При этом весовой ко-
эффициент вопроса зависит от последовательности его постановки. 
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Часто весовые коэффициенты нормируют (тем самым внося относи-
тельную важность ответа на вопрос) и принимают за вероятность 
идентифицируемых событий: 

 

   

 
1

.i

i m

i

i

s
p s

s









 

(1) 

 

При этом справедливо равенство: 
 

 
1

1.
m

i

i

p s


  (2) 

 

Число ответов на каждый вопрос называют его основанием и обо-
значают как ( )j  . Если основания всех вопросов одинаковые, то во-

просник является однородным (гомогенным). Вопросники, для которых 
,j     2j   , называются бинарными вопросниками, или одно-

родными вопросниками с основаниями вопросов ( ) 2j    (их также 

называют дихотомичными [10]). Отдельно рассматривают однородные 
вопросники с основаниями всех вопросов ( ) 2j   , например вопрос-

ники с вопросами, имеющими основания всех вопросов ( ) 3j   . Во-

просники с вопросами с различающимися основаниями, называются не-
однородными (гетерогенными).  

На рисунке 1 приведена расширенная классификация вопросни-
ков по признаку оснований вопросов.  

В зависимости от соотношений между ценами вопросов и ве-
сами идентифицируемых событий выделяют также особые классы во-
просников: с равноценными и неравноценными вопросами, а также с 
равновесными и неравновесными событиями [10]. Могут также быть 
выделены такие типы вопросников для конкретных случаев (напри-
мер, в технической диагностике – для устройств и систем автомати-
зации), которые обладают динамическими характеристиками, дру-
гими словами, переменными во времени (в зависимости от режима 
функционирования объекта) значениями цен и оснований вопросов, а 
также весов событий [11, 33]. Такие вопросники условимся называть 
динамическими вопросниками. 

Вернемся к рассмотрению BTQ. Далее при описаниях и в форму-
лах каждому ответу вопроса будем присваивать идентификатор, напри-
мер, для вопроса с двумя ответами это 1 и 0, для вопроса с тремя отве-
тами – 2, 1 и 0. 
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Вопросники

Однородные 
(гомогенные)

Неоднородные 
(гетерогенные)

С основаниями вопросов 
α(πj)=q (q-арные)

С основаниями вопросов 
α(πj)=2 (бинарные)

С основаниями вопросов 
α(πj)=3 (тернарные)

С основаниями вопросов 
α(πj)=2, 3 (BTQ)

С произвольными 
основаниями вопросов

 
Рис. 1. Классификация вопросников по признаку оснований 

 

Для каждого конкретного вопросника может быть определена 
средняя стоимость идентификации множества событий

 1 2, ,..., ,mS s s s называемая ценой обхода вопросника: 
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Различные вопросники могут иметь различное значение цены об-
хода. Вопросник для заданных множеств идентифицируемых событий 
и вопросов, характеризующийся минимальной ценой обхода, называ-
ется оптимальным. 

BTQ являются простейшими неоднородными вопросниками, по-
этому для них могут быть напрямую использованы известные точные 
методы оптимизации (например, ветвей и границ и динамического про-
граммирования [7, 10]) или же адаптированы и использованы известные 
методы оптимизации вопросников, включающие только вопросы с 
двумя ответами, которые позволяют получать оптимальный или близ-
кий к оптимальному вопросник за полиномиальное время [11].  
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Постановка задачи. Адаптируем метод построения вопросника 
на основе выбора на каждом этапе разбиения наиболее предпочтитель-
ного вопроса, ранее применяемый только при оптимизации вопросни-
ков с вопросами, которые имеют по два ответа, к оптимизации неодно-
родных вопросников с двумя и тремя ответами.  

3. Метод построения вопросника на основе выбора наиболее 
предпочтительных вопросов на каждом этапе разбиения.  

3.1. Сравнимость вопросов в бинарно-тернарном вопрос-
нике. В BTQ встречаются только вопросы с двумя и тремя ответами, 
которые разбивают исходное множество идентифицируемых событий 
на два и три подмножества ответов, такие что: 

 
0 1 0 1 2
1 1 2 2 2

.S S S S S S          

 
Если вопрос с двумя ответами задается на неполном множестве 

идентифицируемых событий, то проверка может оказаться либо эффек-
тивной, либо неэффективной (под эффективной проверкой подразуме-
вается результативность деления; к эффективности можно отнести меру 
разбиения). В первом случае нулевому и единичному ответам будут со-
ответствовать непустые множества событий. Во втором случае все со-
бытия будут полностью включены в подмножества одного из ответов 
на вопрос. При постановке вопроса с тремя ответами рассуждения ана-
логичны, только возможны разбиения на три, два и одно подмножества. 
Первый вариант сохранит основание вопроса, второй приведет к его 
уменьшению и третий будет соответствовать неэффективной поста-
новке вопроса (постановка вопроса не даст нового разбиения и смысла 
иметь не будет). Таким образом, в процессе постановки вопроса с тремя 
ответами на неполном множестве событий основание вопроса может 
уменьшиться, а какому-либо из ответов будет соответствовать пустое 
множество событий.  

Определение 2. Назовем два вопроса сравнимыми, если подмно-
жество какого-либо ответа одного из них является собственным под-
множеством какого-либо ответа на другой вопрос. 

Обратимся к рассмотрению вариантов сравнимости для двух во-
просов с двумя ответами – вопросов π1 и π2. 

Если бы оба подмножества ответов на вопрос π1 на каком-либо 
подмножестве идентифицируемых событий были равны обоим подмно-
жествам ответов на вопрос π2, то это были бы два идентичных по ре-
зультатам (но не по формулировкам) вопроса. Случай, при котором под-
множество ответов на один из вопросов совпадает с одним подмноже-
ством ответов на второй вопрос, также отпадает. Положим, например, 
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что 0 0
1 2

S S  , тогда: 1 0
1 1

\S S S   и 1 0
2 2

\S S S  . Но так как 0 0
1 2

S S  , 

имеем, что 1 1
1 2

S S  . Другими словами, оба вопроса дают идентичные 

разбиения какого-либо из подмножеств идентифицируемых собы-
тий. Остается два варианта отношений сравнения между вопросами с 
двумя ответами: 

 

1) 0 0 1 1
1 2 1 2

, ;S S S S      
 

2) 0 0 1 1
1 2 1 2

, .S S S S      
 

Однако, так как вопросы равнозначны, замена π1 на π2 и наоборот 
в первом выражении даст второе выражение. То же касается и замен во 
втором выражении.  

Таким образом, первый и второй случаи сравнимости идентичны с 
точностью до сравнения двух (не важно каких) бинарных вопросов [11]. 

Утверждение 1. Для вопросов с двумя ответами существует 
один вариант сравнимости. 

В таблице 1 приведен единственный вариант сравнимости для во-
просов с двумя ответами. 

 

Таблица 1. Варианты сравнимости для вопросов с двумя ответами 

Тип Линейная диаграмма Пример 

1 

S π 1
0

S π 1

1

S π 2

1
S π 2

0

   1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s 

   2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

 

Рассмотрим варианты сравнимости для случая использования во-
проса π1 с двумя ответами и вопроса π2 с тремя ответами.  

Пусть подмножество одного из ответов на вопрос π1 совпадает с 
подмножеством какого-либо из ответов на вопрос π2, например 

0 0
1 2

.S S   В этом случае получаем: 1 0
1 1

\S S S   и  1 2 0
2 2 2

\S S S S    . 

Но так как 0 0
1 2

S S  , получаем  1 1 2
1 2 2

S S S    . 

Другие случаи сравнимости для рассматриваемых вопросов π1 и 
π2 определяются тем, что совпадающих подмножеств ответов на различ-

ные вопросы нет. Пусть 0 0
1 2

S S  , что равносильно тому, что 
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0 0 *
2 1

,S S S    где * 1
1

S S  – некоторое подмножество ответов на во-

прос π1, дополняющего подмножество 0
1

S  до подмножества 0
2

S . Учи-

тывая соотношения 1 0
1 1

\S S S   и  1 2 0
2 2 2

\S S S S    , получаем, что 

 1 1 2 *
1 2 2

.S S S S      Пусть 0 0
1 2

S S  . Тогда 0 1 *
1 2

S S S   , где 

0*
2

\S S S  – некоторое подмножество ответов на вопрос 2 , дополня-

ющего подмножество ответа 0
2

S  до подмножества 0
1

S . Кроме того, 

1 0
1 2

\ ,S S S    0 1 2
2 2 2

\S S S S    . В этом случае возможны два вари-

анта сравнимости. Первый вариант заключается в том, что выполняется 

соотношение 1 *
2

S S   либо 2 *
2

S S   и, соответственно, 1 2
1 2

S S   

либо 1 1
1 2

S S  . Следует отметить, что данный случай сравнимости 

ввиду равнозначности ответов на вопросы идентичен рассмотренному 

выше варианту с условием 0 0
1 2

S S  . Второй вариант заключается в 

том, что выполняется соотношение 1 *
2

S S   либо 2 *
2

S S   и, соответ-

ственно, 1 2
1 2

S S   либо 1 1
1 2

S S  . 

Исходя из рассмотренных выше вариантов сравнимости для во-
просов с двумя и тремя ответами можно заключить следующее. 

Утверждение 2. Для вопросов с двумя и тремя ответами суще-
ствует три варианта сравнимости. 

В таблице 2 приведены все случаи сравнимости для вопросов с 
двумя и тремя ответами. 

Аналогично рассматриваются варианты сравнимости для двух 
вопросов с тремя ответами (таблица 3).  

При варианте равенства двух подмножеств ответов на оба во-

проса, например 0 0
1 2

S S  , случай становится аналогичным рассмотре-

нию двух вопросов с двумя ответами. Здесь возможны две сравнимости: 

либо 1 1
1 2

S S   и 2 2
1 2

S S  , либо наоборот. 

Возможен также вариант сравнимости вопросов, при котором 

выполняются соотношения: 0 0 1
1 2 2

S S S     и 1 2 2
1 1 2

S S S    . Дру-

гими словами, одно из подмножеств ответов на первый вопрос пол-
ностью состоит из каких-либо двух подмножеств ответов на второй 
вопрос и наоборот. 
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Таблица 2. Варианты сравнимости вопросов с двумя и тремя ответами 

Тип Линейная диаграмма Пример 

1 

S π 1

0
S π 1

1

S π 2

0
S π 2

1
S π 2

2

 

   1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

2 

S π 1

0
S π 1

1

S π 2

0
S π 2

1
S π 2

2

 

   1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

3 

S π 1

0
S π 1

1

S π 2
0

S π 2

1
S π 2

2

 

   1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

 
Если все три подмножества ответов на каждый из вопросов раз-

личны, то можно выделить три случая сравнимости, характеризуемые 
следующими условиями: 

 

1)  
1 2 2

0 0 1S S S     и  
1 1 2

1 2 2S S S    ; 

 

2) 
1 2

0 0 ,S S   
1 2

1 1S S   и 
1 2

2 2S S  ; 

 

3) 
1 2

0 0 ,S S   
1 2

2 2S S  , 
1 2 1

1 1 * 1 *: ,S S S S S      
2

1 *S S  . 
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Таблица 3. Варианты сравнимости для вопросов с тремя ответами 

Тип Линейная диаграмма Пример 

1 

S π 2
0

S π 2

1
S π 2

2

S π 1
0

S π 1

1
S π 1

2

     1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

2 

S π 2
0

S π 2

1
S π 2

2

S π 1

0
S π 1

1
S π 1

2

 

     1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

3 

S π 2
0

S π 2

1
S π 2

2

S π 1

0
S π 1

1
S π 1

2

 

     1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

4 

S π 2
0

S π 2

1
S π 2

2

S π 1
0

S π 1

1
S π 1

2

 

     1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

5 

S π 2
0

S π 2

1

S π 1
0

S π 1

1
S π 1

2

S π 2

2

 

     1 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

     2 1 2 3 4 5 6, , , , ,s s s s s s   

 

Анализ показывает, что других случаев отношений сравнимости 
для двух вопросов с тремя ответами не существует. 

Утверждение 3. Для вопросов с тремя ответами существует пять 
вариантов сравнимости. 
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Наличие установленных видов сравнимости вопросов позволяет 
перейти к выбору наиболее предпочтительного вопроса из сравниваемых. 

3.2. Предпочтения вопросов в бинарно-тернарном вопрос-
нике. Среди сравнимых между собой вопросов может быть выбран та-
кой вопрос, который будет более предпочтительным перед другим. 

Определение 3. Вопрос π1 является предпочтительнее вопроса 
π2  1 2  , если при постановке первым вопроса π1, а вторым во-

проса π2, цена обхода полученного вопросника будет меньшей, чем в 
противоположном случае. 

Путем рассмотрения каждого из приведенных выше случаев ва-
риантов сравнимости вопросов (см. таблицы 1-3) нетрудно установить 
общие закономерности, присущие сравниваемым вопросам, а также вы-
вести выражение, которое определяет функцию предпочтения. 

Определение 4. Функцией предпочтения для двух вопросов π1 и 
π2 называется такая функция  1 2,  , величина которой показывает, 

какой из вопросов более предпочтительный. 
В [11] выведено выражение для функции предпочтения при рас-

смотрении только вопросов с двумя ответами, а в [34] – только вопросов 
с тремя ответами. Для примера выведем выражение для функции предпо-
чтения при сравнении двух вопросов с двумя и тремя ответами. Приведем 
выкладки, положим, для второго случая из таблицы 2. Два вопроса π1 и π2 
разбивают исходное множество событий на следующие подмножества: 

 

0 1
1 1 1

: ;S S S     

0 1 2
2 2 2 2

: .S S S S       
 

Существует два варианта построения вопросника: сначала зада-
ется вопрос π1, а затем – π2 (рис. 2а) или наоборот (рис. 2б). Соответ-
ственно, вопросники  1 2Q    и  2 1Q   . Определим цены обхода во-

просников в каждом из представленных случаев. 
С учетом (3) цена обхода вопросника  1 2Q    записывается в 

следующем виде: 
 

         2 1 1 0
1 2 2 1 21 2

1 \QC c c S c S c S S            

   0
2

\

1
2 1 1 0
2 2 1 2

.j

p S S S Sj

c S c p

   


    
 

    (4) 

229SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS_____________________________________________



Sπ 2
1

π2

π1

π1

π2

Sπ 2
2Sπ 1

0
Sπ 2

0

Sπ1
0Sπ2

0 Sπ1
1\Sπ 2

2 Sπ2
1 Sπ1

1 Sπ2
0\

а) б)

 
Рис. 2. Варианты последовательности вопросов 

 
Здесь и далее в формулах цена разбиения конкретного подмно-

жества событий обозначена как   ,k
j

c S  0,1,2 ,k  nj ,...,2,1 . 

Аналогично (4) записывается выражение для цены обхода во-
просника  2 1Q   : 

 

         2 1 0 1
2 2 2 2 12 1

1 \QC c c S c S c S S            

   0
1

\

1
0 1 0
2 1 1

.j

p S S Sj

c S c p

  


   
 

    (5) 

 
Далее определим разницу цен обхода вопросников  2 1Q    и 

 1 2Q   : 

 

   2 1 1 2Q QC C C        

           
 

2 1 0 1 0
2 1

\

2 2 2 1 1
0 1 0

2 1 1

\ j

p S S Sj

c c S c S c S S c S c p    

  

 
 

     

 
   
 
 

  

           
 

2 1 1 0 0
1 2

\

2 2 1 2 1
2 1 1 0

2
2 2 1

\ j

p S S S Sj

c c S c S c S S c S c p    

  

 
  

     

 
   
 
 



     2 1 1 2

\ \0 1 0 2 1 1 0
22 1 1 2 2 1

( ) .j j

p S S S p S S S Sj j

c c p c c p

     

   
          
   

      

(6) 
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При условии 0C   вопрос π2 будет предпочтительнее вопроса 
π1. Это условие может быть записано в виде: 

 

     2 1 1 2

\ \0 1 0 2 1 1 0
22 1 1 2 2 1

( ) .j j

p S S S p S S S Sj j

c c p c c p

     

   
          
   

     

(7) 

 

Учитывая неравенство (7), введем в рассмотрение выражение, 
описывающее функцию предпочтения: 

 

 

 

   

2 1

\

1 2
1 2

\

0 1 0
2 1 1

2 1 1 0
22 2 1

( )

, .

j

p S S S

j

p S S S S

j

j

c c p

c c p

  

  

 

 
 

   
 

    
 



 





 (8) 

 

Если  1 2, 1   , то вопрос π1 предпочтительнее вопроса π2, если 

 1 2, 1   , то наоборот; при  1 2, 1    вопросы π1 и π2 равнозначны. 

Нетрудно подобные вычисления проделать и для всех введенных 
ранее отношений сравнимости вопросов в BTQ. 

Анализируя выражения, которые описывают функции предпо-
чтения для различных вариантов сравнимости двух вопросов π1 и π2, 
можно прийти к выводу, что они все имеют одинаковую форму. 

Утверждение 4. Обобщенная функция предпочтения  1 2,   

для вопросов с различными основаниями   2;3;..., 1n   , использую-

щихся для идентификации множества событий  1 2, ,..., nS s s s , опреде-

ляется по формуле: 
 

 
 

 
   

 

1 2
\

1 2
2 1

\

1 2

2 1

( )

, ,

j
p S S

j
p S S

j

j

c c p

c c p
 

 

 

 
 







 





 (9) 

 

где jp  – нормированные весовые коэффициенты тех событий, которые 

входят в подмножества 
1 2

\S S   и 
2 1

\S S  . 

Формула (9) является универсальной и позволяет работать не 
только с вопросами в BTQ, но и с вопросами с бόльшими основаниями. 

Выбор наиболее предпочтительного вопроса для множества, со-
стоящего из более чем двух вопросов, осуществляется путем разбиения 
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их на 2
nC  пар сравниваемых вопросов и построения графа предпочтений 

по методике, изложенной в [11]. Последующий анализ графа предпочте-
ния с учетом его особенностей дает возможность выбора наиболее пред-
почтительного вопроса. Также задача может быть решена путем ис-
пользования матриц парных сравнений [35].  

3.3. Алгоритм построения вопросника на основе выбора 
наиболее предпочтительного вопроса на каждом этапе разбиений. 
Алгоритм оптимизации BTQ содержит следующие шаги:  

1. Осуществляется попарное сравнение вопросов. 
2. Определяется, возможно ли установление отношений между 

всеми вопросами? Если нет, то выбирается другой метод оптимизации, 
если да – осуществляется переход к следующему пункту алгоритма. 

3. Формируются пары вопросов. 
4. Для каждой пары определяется функция предпочтения 

Φ(π1,π2) и устанавливается наиболее предпочтительный вопрос. 
5. Осуществляется построение графа сравнений, а затем преоб-

разование его в граф предпочтений [36]. 
6. Анализируется граф предпочтений и выбирается наиболее 

предпочтительный вопрос. 
7. Осуществляется постановка выбранного вопроса и разбиение 

исходного множества событий на подмножества. 
8. Полученные подмножества идентифицируемых событий ана-

лизируются и определяются те вопросы, которые на данных подмноже-
ствах имеют только один вариант ответа. Они не несут смысла на дан-
ном подмножестве и исключаются из рассмотрения. 

9. Проверяется, все ли идентифицируемые события разделены. 
Если нет, то повторяются шаги 3-8 для каждого из подмножеств нераз-
деленных событий. Если да, то искомый вопросник построен. 

10. Конец алгоритма. 
Основные шаги данного алгоритма связаны с определением срав-

нимости каждой пары вопросов, вычислением значения функции предпо-
чтения  1 2,   для каждой пары вопросов π1 и π2, построением графа 

предпочтения и выбором наиболее предпочтительного вопроса. Эти про-
цедуры проделываются последовательно от разделения полного множе-
ства событий до разделения каждого из получаемых подмножеств. 

4. Пример оптимизации неоднородного вопросника, имеющего 
вопросы с двумя и тремя ответами. Рассмотрим следующую задачу. 
Пусть имеется множество вопросов  1 6    , предназначенное для 

разделения следующего множества событий:  1 9S s s  . Исходные дан-

ные, включая значения весовых коэффициентов идентифицируемых собы-
тий и цены вопросов, приведены в матричной форме в таблице 4. Построим 
оптимальный вопросник описанным выше методом. 
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Таблица 4. Анкета для исходного вопросника 
πj c(πj) s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 

π1 2 0 0 0 0 1 2 2 2 2 

π2 3 0 0 0 1 1 1 2 2 2 

π3 4 0 0 1 1 1 1 1 2 2 

π4 5 0 1 1 1 1 1 1 1 2 

π5 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

π6 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 

p(si) 0,01 0,01 0,05 0,2 0,4 0,3 0,01 0,01 0,01 
 

Следуя алгоритму оптимизации, построим граф сравне-
ний (рис. 3). 

 

π1 π2 π3 π4 π5 π6

 
Рис. 3. Граф сравнений 

 

Для каждой пары вопросов определим значение функции пред-
почтения: 

 

 

 

   

1 2

1 2
2 1

0 2

1 2

1

2

( )

2 3 0,60
, 0,79;

3 2 0,90

j

p S S

j

p S

j

j

c c p

c c p
 



 

 
 

 
   
 

 
  
 



 
   

  




 

 1 3, 0,74;    1 4, 0,72;    1 5, 0,90;    1 6, 0,79;    

 2 3, 0,49;    2 4, 0,44;    2 5, 0,79;    2 6, 0,76;    

 3 4, 0,98;    3 5, 0,99;    3 6, 0,99;    

 4 5, 0,99;    4 6, 0,99;    5 6, 0,98.    
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Так как значение  1 2, 1   , вопрос π1 предпочтительнее во-

проса π2: 1 2.   

Анализируя полученные выражения для функций предпочтения, 
заключаем: 

 

1 3,  1 4 ,  1 5 ,  1 6 ,   

2 3,  2 4 ,  2 5 ,  2 6 ,   

3 4 ,  3 5 ,  3 6 ,   

4 5 ,  4 6 ,  5 6.   
 

Изобразим граф предпочтений для полученного случая (рис. 4). 
Дуги в графе указывают на сравнение вопросов попарно: дуга заходит 
в вершину вопроса πi, являющегося предпочтительнее вопроса πj. Из 
графа предпочтений следует, что в качестве корневого вопроса целесо-
образно выбрать вопрос π1. 

 

π1 π2 π3 π4 π5 π6

 
Рис. 4. Граф предпочтений 

 

Произведем первое разбиение исходного множества собы-
тий (рис. 5). 

 

π1
{s1÷s9}

12 0

{s5}{s6÷s9} {s1÷s4}
0,33 0,40 0,27  

Рис. 5. Разбиение исходного множества событий на подмножества выбранным 
в качестве корневого вопросом 
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Далее рассмотрим каждое из полученных подмножеств с мощно-
стями не менее 2:  1 4s s  и  6 9s s . Определим наиболее предпочти-

тельный вопрос для каждого из них.  
На подмножестве  6 9s s  имеет смысл задавать вопросы π2, π3, 

π4, π6. Вопрос π5 нет смысла задавать, так как он не дает разбиений на 
рассматриваемом подмножестве событий. Анализируя данное подмно-
жество, можно установить, что вопросы π2 и π6 являются эквивалент-
ными в смысле разбиений выбранного подмножества событий (но не в 
формулировках) и имеют одинаковые подмножества, соответствующие 
их ответам. Выгоднее будет выбрать вопрос с наименьшей ценой.  

Функции предпочтения вопросов на подмножестве  6 9s s  

имеют следующие значения: 
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   

2 3

2 3
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2
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3
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3 4 0,03
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4 3 0,31
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



 

 
 







 
   

  


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 2 4, 0,53;     2 6, 3;    3 4, 0,64;    

 3 6, 3,57;     4 6, 3,57.    

 
Заключаем следующее: 
 

2 3,  2 4 ,  6 2 ,  3 4 ,  6 3,  6 4.   

 
Граф предпочтений для данного подмножества событий и под-

множества вопросов представлен на рисунке 6. Из графа предпочтений 
видно, что наиболее предпочтительным является вопрос π6. 

 

π2 π3 π4 π6

 
Рис. 6. Граф предпочтений для подмножества вопросов π2, π3, π4, π6 
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На подмножестве  1 4s s  смысл имеют вопросы π2, π3, π4, π5. 

Вопрос π6 смысла не имеет. Анализируя данное подмножество, уста-
навливаем, что вопросы π2 и π5 являются эквивалентными. Соответ-
ственно, выгоднее будет задавать следующий вопрос с меньшей це-
ной. Функции предпочтения вопросов на подмножестве  1 4s s  для 

оставшихся вопросов такие: 
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 2 4, 0,58;     2 5, 3;     3 4, 0,67;    

 3 5, 3,125;     4 5, 3,6.    

 
Имеем: 2 3 ,  2 4 ,  5 2 ,  3 4 ,  5 3 ,  5 4.   

Граф предпочтений для рассматриваемых вопросов изображен на 
рисунке 7. Путем анализа графа предпочтений получаем, что наиболее 
предпочтительным является вопрос π5. 

 

π2 π3 π4 π5

 
Рис. 7. Граф предпочтений для подмножества вопросов π2, π3, π4, π5 

 
Рассматривая подмножества  1 3s s  и  7 9s s , отмечаем, что 

они разбиваются вопросами π3 или π4. В обоих случаях предпочтитель-
нее оказывается вопрос π3. Полученные двухэлементные подмножества 
на следующем этапе разбиваются единственным оставшимся вопросом 
π4. Результат оптимизации представлен на рисунке 8. 

Цена обхода оптимального вопросника равна: 
 

   
1

2 1,00 1 0,27 1 0,33 4 0,07
n

j j
j

C p c 


           

4 0,03 5 0,02 5 0,02 3,2.        
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Аналогичный результат дают и другие методы оптимизации, 
например метод динамического программирования (сами выкладки 
здесь не приводятся). При этом, однако, точные методы оптимизации 
имеют экспоненциальную сложность, что увеличивает время, затрачи-
ваемое на оптимизацию, по сравнению со временем оптимизации при 
использовании метода выбора наиболее предпочтительного вопроса на 
каждом этапе разбиения исходного множества событий [11]. 

 

π4
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π6 
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{s6} 
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{s4} 

{s2} {s1} 

{s7} 

{s9} {s8} 
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π3 π3 
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0,01 0,01 0,01 0,01

0,01 0,05

0,200,30
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(1)
{s1 ÷ s4}
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{s1, s2}

(4)

(5)

{s6 ÷ s9}

{s7 ÷ s9}

{s8, s9}

(1)

(4)

(5)0,02

0,03
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Рис. 8. Оптимальный вопросник 

 

Следует отметить, что в данной работе не оценивалась трудоем-
кость алгоритма построения вопросника, так как верхней оценкой тру-
доемкости служит оценка трудоемкости применения данного метода к 
упорядочению процедур разбиения вопросами с двумя ответами, дан-
ная в [11]. Оптимальная последовательность получается за полиноми-
альное время. 

5. Заключение. Бинарно-тернарные вопросники – это тот класс 
неоднородных вопросников, который естественно возникает при реше-
нии задач построения алгоритмов дискретного поиска и разбиения со-
бытий на подмножества с вопросами, имеющими два и три ответа. Если 
на исходном множестве вопросов какой-либо вопрос с тремя ответами 
всегда дает эти три варианта ответов, то на подмножестве событий он 
может давать как два, так и три ответа (а также давать всего один вари-
ант ответа, т. е. не иметь смысла при постановке на данном подмноже-
стве событий). Данный класс вопросников интересен еще и тем, что при 
его использовании возможно сокращение среднего времени идентифи-
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кации событий, что крайне важно при условии его ограничения в реаль-
ных приложениях (в системах критического применения, например в 
области управления движением на железнодорожном транспорте [37]). 

Представленный в статье метод оптимизации вопросников, име-
ющих только вопросы с двумя и с тремя ответами, позволяет строить 
вопросники с наименьшей ценой обхода с полиномиальной зависимо-
стью от объема входных данных. Это обстоятельство позволяет на прак-
тике применять данный метод не только единожды для зафиксирован-
ного распределения вероятностей идентифицируемых событий, но и 
строить так называемые динамические вопросники – такие вопросники, 
для которых возможны изменения параметров цен, весов и оснований 
вопросов во времени в зависимости от структуры объекта и режимов 
использования. Подобные вопросники могут эффективно применяться 
при синтезе систем поддержки принятия решений обслуживающим пер-
соналом в действующих подсистемах диагностирования и мониторинга 
управляющих систем. 

Адаптированный для использования с вопросниками, включаю-
щими в себя вопросы с двумя и тремя ответами, метод упорядочения во-
просов может применяться и для оптимизации как однородных, так и не-
однородных вопросников. Ограничением при этом является только воз-
можность установления вариантов сравнимости вопросов, число которых 
возрастает при увеличении числа ответов на рассматриваемые вопросы. 

Дальнейшие исследования в предметной области данной работы 
связаны с изучением особенностей оптимизации вопросников с распро-
странением представленного метода на другие виды неоднородных во-
просников, а также на использование его при оптимизации вопросников 
с переменными параметрами. Кроме того, интересными являются прак-
тические приложения вопросников в области систем автоматизации и 
управления как на транспорте, так и в промышленности (развитие при-
кладной теории вопросников). 
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