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Аннотация. В статье исследуется задача управления с ограничениями на величину 
и скорость управляющего воздействия в применении к системам управления 
летательными аппаратами (ЛА). Известно, что в системе с ограничениями на скорость и 
величину отклонения рулевых органов могут возникнуть автоколебания значительной 
амплитуды, так называемая «потеря устойчивости в большом». Если ЛА 
аэродинамически устойчив, то в угловом продольном движении могут существовать 
устойчивый предельный цикл с малой амплитудой и неустойчивый — с большой. Если 
ЛА аэродинамически неустойчив, то может реализоваться один из двух устойчивых 
предельных циклов с малой амплитудой. Кроме того, имеется и неустойчивый 
предельный цикл, наличие которого делает необходимым исследование устойчивости 
самолета «в большом», то есть при воздействии на самолет больших возмущений, 
которые выводят его за границу амплитуды неустойчивого предельного цикла. Влияние 
нелинейностей типа «насыщение» может вызвать и так называемую «раскачку самолета 
летчиком», нарушающую процесс пилотирования.  

Для исследования процессов, которые могут возникнуть в нелинейных системах 
управления ЛА, простое компьютерное моделирование является ненадежным 
инструментом, который может привести к неправильным выводам. Для получения 
достоверных результатов моделирования следует аналитически исследовать условие 
единственности предельного решения либо применить специальные 
аналитико-численные методы, позволяющие найти скрытые колебания. 

В статье описан аналитико-численный метод для локализации и определения параметров 
скрытых колебаний в нелинейных системах и показано его применение для анализа 
динамики систем управления летательными аппаратами различных типов: управление углом 
рыскания ракеты-носителя с учетом нежесткости ее конструкции, системы 
автопилотирования самолета при управлении углом атаки, а также человеко-машинной 
системы самолет-пилот, снабженной средствами автоматизации управления. 

Ключевые слова: гармоническая линеаризация, скрытые колебания, ограничения 
по положению и скорости, управление полетом, пилот-самолет, раскачка самолета 
летчиком. 

 
1. Введение. Задача управления с ограничениями на величину, 

скорость, энергию управляющего воздействия вследствие своей 
актуальности давно привлекает внимание ученых и разработчиков 
систем автоматического управления летательными аппаратами (ЛА) [1 
-10]. Современные исследования по этой проблематике представлены 
в работах [11-26]. 

При определенных сочетаниях характеристик ЛА и внешних 
воздействиях в системе с ограничениями на скорость и величину 
отклонения рулевых органов могут возникнуть автоколебания 
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значительной амплитуды, так называемая «потеря устойчивости в 
большом». Анализ этого явления для систем управления ЛА (как 
пилотируемых, так и беспилотных) на основе метода гармонической 
линеаризации можно найти в [4, 27]. В частности, в [4] показано, что в 
угловом продольном движении для аэродинамически устойчивого ЛА 
могут существовать устойчивый предельный цикл с малой амплитудой 
и неустойчивый — с большой амплитудой. Похожие результаты 
получены и в [27], где основное внимание уделяется нелинейности 
типа «насыщение», характерной для приводов систем управления ЛА. 

Влияние нелинейностей типа «насыщение» может вызвать и так 
называемую «раскачку самолета летчиком» (РСЛ) (англ. — Pilot Induced 
Oscillations, PIO), нарушающих процесс пилотирования ЛА [4-7, 28-33]. 
Это явление характеризуется быстро развивающимися колебаниями с 
нарастающей амплитудой по угловым скоростям, перегрузкам и угловым 
движениям пилотируемого ЛА. Основным нелинейным фактором, 
приводящим к РСЛ, является, как правило, ограничение скорости 
отклонения органов управления ЛА (управляющих аэродинамических 
поверхностей самолета). Это ограничение может привести к задержке 
отклика самолета на команды летчика. 

Как отмечено в [5, 34], РСЛ обычно возникает в ситуациях, 
когда летчик пытается точно маневрировать самолетом. Хорошо 
известен ряд катастроф ЛА, вызванных РСЛ, а также случаи входа 
космического аппарата в неконтролируемое вращение [8, 9]. 
Исследование переходных режимов при таком движении приводит к 
необходимости разработки математической теории глобального 
анализа систем ориентации. Возможность появления скрытых 
периодических колебаний и скрытых хаотических аттракторов в 
нелинейных системах, не имеющих устойчивого состояния 
равновесия, или в системах с единственным состоянием равновесия 
представлена в [35-40], где дана классификация различных видов 
аттракторов и приведены примеры появления скрытых колебаний, в 
том числе в системах управления ЛА. 

Таким образом, для исследования процессов, которые могут 
возникнуть в нелинейных системах управления ЛА (в том числе — 
нелинейных колебаний), простое компьютерное моделирование без 
применения аналитико-численных методов является ненадежным 
инструментом, который может привести к неправильным выводам. Для 
получения достоверных результатов моделирования следует 
аналитически исследовать условие единственности предельного 
решения (т.е. свойство конвергентности системы [41-44]) либо 
применить специальные аналитико-численные методы, позволяющие 
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найти скрытые колебания [35, 45-48]. Применение аналитико-численного 
метода для определения скрытых колебаний в системах управления ЛА 
показано в настоящей статье. 

2. Аналитико-численный метод определения скрытых 
колебаний. Приведем краткое описание аналитико-численной 
процедуры определения скрытых аттракторов. Более подробное 
описание можно найти в [35, 36, 38, 46-48]. 

В первой половине прошлого века в начальный период развития 
теории нелинейных колебаний основное внимание было уделено анализу 
и синтезу колебательных систем, для которых задача о существовании 
колебаний может быть решена с относительной легкостью. Структура 
многих рассматриваемых технических систем была такова, что 
существование колебаний было «почти очевидно» — колебания 
возбуждались от неустойчивого состояния равновесия (так называемые 
автоколебания). С вычислительной точки зрения это позволяет 
использовать стандартную вычислительную процедуру, в которой после 
переходного процесса траектория, начинаясь с точки неустойчивого 
многообразия в окрестности равновесия, достигает автоколебаний, 
поэтому такие колебания можно легко идентифицировать. 

Как показали дальнейшие исследования, самовозбуждающиеся 
периодические и хаотические колебательные процессы не дают 
исчерпывающей информации о возможных типах колебаний. В 
середине 20-го века было найдено несколько примеров периодических 
и хаотических колебаний другого типа — так называемых «скрытых 
колебаний» и «скрытых аттракторов» [47]. Колебательная 
траектория называется скрытыми колебаниями, если ее область 
притяжения не пересекает достаточно малой окрестности 
состояний равновесия. 

Численное определение положения, вычисление параметров и 
аналитическое исследование скрытых аттракторов представляет собой 
гораздо более сложную проблему, так как в этом случае информация о 
состояниях равновесия не может быть непосредственно использована 
в стандартных вычислительных процедурах. Таким образом, скрытые 
аттракторы не могут быть численно найдены с помощью обычных 
численных методов. Кроме того, в этом случае маловероятно, что 
интегрирование траекторий при случайных начальных условиях 
позволит локализовать скрытый аттрактор, поскольку область его 
притяжения может быть относительно небольшой, а его размерность 
скрытого аттрактора может быть гораздо меньше, чем размерность 
рассматриваемой системы. 

Рассмотрим процедуру применения эффективного 
аналитически-численного метода локализации скрытых колебаний, 
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основанного на применении методов малого параметра, 
гармонического баланса и гармонической линеаризации 
нелинейностей. Заметим, что в инженерной практике широко 
используется метод гармонического баланса [49]. Однако этот 
классический метод не имеет строгого математического обоснования и 
может привести к неверным результатам (например, из него следует 
справедливость гипотез Айзермана и Калмана об абсолютной 
устойчивости, в то время как хорошо известны контрпримеры 
существования скрытых колебаний [35, 36]). 

Рассматриваемая модификация метода гармонической 
линеаризации, основанная на методе малого параметра, позволяет 
получить строгое обоснование существования периодического 
решения и определить его начальные условия. Затем применяется 
определенная многошаговая численная процедура, основанная на 
принципе продолжения, которая позволяет численно преобразовывать 
исходное периодическое решение для некоторой вспомогательной 
системы (которое определяется аналитически) к периодическому 
решению или хаотическому аттрактору исходной системы. 

Рассмотрим систему с одной скалярной нелинейностью: 
ݐ݀ݔ݀  = ݔܲ + ,(ݔ∗ݎ)φݍ ݔ ∈ R݊, (1) 

 

где ܲ — постоянная (݊ × ݊)-матрица, ݍ,  постоянные ݊-мерные — ݎ
векторы,  ∗  — операция транспонирования, φ(σ)  — непрерывная 
кусочно-дифференцируемая скалярная функция, φ(0) = 0. 

Пусть φ0(σ) = εφ(σ) , где ε  — малый параметр. Для 
определения начальной точки 0ݔ  начального периодического 
решения система: 

ݐ݀ݔ݀  = ݔ0ܲ + ,(ݔ∗ݎ)φ݆ݍ ݔ ∈ R݊ (2) 
 

при ݆ = 0  приводится с помощью линейного невырожденного 
преобразования координат ݔ =  :к форме ݕܵ
 ቐݕሶ 1 = −ω02ݕ + ܾ1φ0(1ݕ + ሶݕ,(3ݕ∗3ܿ 2 = ω01ݕ + ܾ2φ0(1ݕ + 3ݕ,(3ݕ∗3ܿ = 3ݕ3ܣ + ܾ3φ0(1ݕ + ,(3ݕ∗3ܿ  (3) 

где переменные 2ݕ ,1ݕ — скаляры, переменная 3ݕ — (݊ − 2)-мерный 
вектор; ܾ3 , ܿ3  — (݊ − 2)-мерные вектора, ܾ1 , ܾ2  — вещественные 
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числа; 3ܣ — ((݊ − 2) × (݊ − 2))-матрица, все собственные значения 
которой имеют отрицательные вещественные части. Не умаляя 
общности, можно предположить, что для матрицы 3ܣ  существует 
положительное число ݀ > 0 , такое что 3ܣ)∗3ݕ + 3ݕ(∗3ܣ ≤ 2|3ݕ|2݀− ଷݕ∀ , ∈ R௡ିଶ. Введем описывающую функцию: 
 Φ(ܽ) = නଶ஠/னబ଴ ߶(ܽcos(ω଴ݐ))cos(ω଴ݐ)݀(4) ݐ 
 

и предположим существование ее производной. Известна следующая  
Теорема 1 [35, 36, 45, 50]. Пусть существует число ܽ0 > 0, для 
которого выполнены условия : 
 

Φ(ܽ଴) = 0, ܾଵ ݀Φ(ܽ)݀ܽ |௔ୀ௔బ < 0. (5) 
 
Тогда при достаточно малых ε > 0 система (3) имеет периодическое 
решение с начальными данными: 
(0)1ݕ  = ܽ0 + ܱ(ε), (0)2ݕ = 0, (0)3ݕ = ܱ݊−2(ε) (6) 
 

и с периодом ܶ = ଶπ
ωబ + ܱ(ε). 

3. Локализация скрытого колебания упругой 
ракеты-носителя. Рассмотрим следующую модель динамики 
ракеты-носителя (РН) с учетом первого тона упругих колебаний 
корпуса [2, 3, 10, 41]: 

 

۔ە
ۓ ሷ߰ (ݐ) + ܽ௬టሶ ሶ߰ (ݐ) + ܽ௬ట߰(ݐ) = ܽ௬ఋೝߜ௥(ݐ) + ௬݂(ݐ),෨߰ሷ (ݐ) + ଵ߱ଵߦ2 ෨߰ሶ (ݐ) + ߱ଵଶ ෨߰(ݐ) = ݈ଵ߱ଵଶߜ௥(ݐ) + ሚ݂௬(ݐ),߰௚(ݐ) = (ݐ)߰ + ෨߰(ݐ),  (7) 

 
где ߰ — угол рыскания, ݎߜ — отклонение руля направления; ෥߰ — 
угол упругих колебаний в точке расположения гироскопического 
датчика; ߰݃ — сигнал измерений с гироскопического датчика; ܽݕψሶ ψݕܽ , ݎδݕܽ ,  — параметры РН как твердого тела на рассматриваемом 
участке полета; 1ߦ , ߱1 , ݈1  — параметры модели первого тона 
упругих колебаний корпуса РН; ݂(ݐ)ݕ , ሚ݂௬(ݐ)  — 
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внешние (атмосферные) возмущения. 
Пренебрегая динамикой рулевого привода, но с учетом его 

насыщения, используем следующую модель привода: 
 δ(ݐ)ݎ = ܯ sat ൬ܯ(ݐ)ݑ ൰, (8) 

 
где (ݐ)ݑ — сигнал управления. 

Рассмотрим использование типового ПД-закона стабилизации: 
(ݐ)ݑ  = −݇௉ψ௚(ݐ) − ݇஽ψሶ ௚(ݐ), (9) 

 
с параметрами ݇ܲ, ݇ܦ. 

Пусть координатный вектор имеет следующий вид ݔ ,ଵݔ)≡ ,ଶݔ  ,ଷݔ  (ସݔ = (ψ,  ψ෥ ,  ψሶ ,  ψ෥ሶ ) . Тогда система (7) представляется в 
виде (1) со следующими матрицами: 

 

ܲ = ۈۉ
0ۇ 0 1 00 0 0 1−ܽ௬ψ 0 −ܽ௬ψሶ 00 −ωଵଶ 0 −2ξଵωଵۋی

ۊ , ݍ = ۈۉ
ۋی00ܽ௬δೝ݈ଵωଵଶۇ

ۊ , ݎ = − ൮݇௉݇௉݇஽݇஽൲. (10) 

 
Пусть параметры системы имеют следующие безразмерные 

значения: 
 ܽ௬ఋೝ = 12.6, ܽ௬ట = −4, ܽ௬టሶ = 0.4, ݈ଵ = −0.108, ଵߦ = 0.03,  ߱ଵ = 2, ܯ = 0.0873, ݇௉ = 6, ݇஽ = 2. (11) 

 
С помощью линейного невырожденного преобразования 

координат ݔ =  приведем систему (7) к соответствующей системе ݕܵ
вида (3), где: 

 

ܣ = ۈۉ
0ۇ −ω଴ 0 0

ω଴ 0 0 00 0 −݀ଵ 00 0 0 −݀ଶۋی
ۊ , ܾ = ൮ܾଵܾଶܾଷܾସ

൲ , ܿ = ൮10−ℎଵ−ℎଶ൲. (12) 

 
Для параметров (11) получаем следующие значения матрицы 

преобразования: 
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ܵ = ൮−0.0841 −0.0084 284.9 65.81−0.0321 0.085 9.846 0.58260.0166 −0.1663 −28.93 −112.9−0.1681 −0.0634 −1.0 −1.0 ൲ 

 
и параметров в уравнениях (12): 
 ߱଴ = −1.9775, ݇ = 0.0533, ݀ଵ = −0.1016, ݀ଶ = −1.7164,ܾଵ = 3.5162, ܾଶ = 1.1096, ܾଷ = 0.0279, ܾସ = −0.1166,ℎଵ = 1708, ℎଶ = 170.4.  

 
Теперь воспользуемся теоремой 1 и выберем начальные данные 

для локализации периодической орбиты как (0)ݔ = (0)ݕܵ =൫ܽ଴ݏଵଵ, ܽ଴ݏଶଵ, ܽ଴ݏଷଵ൯. Значение ܽ0 можно вычислить из равенства Φ(ܽ଴) = 0.  Для нелинейности (8) интеграл берется и описывающая 
функция примет следующий вид: 

 Φ(ܽ଴) = 2 ቌπ2ܽ − ܽarccos ܯܽ + ඨ1ܯ − ଶܽଶܯ ቍ − πܽ݇ = 0, 
 
а ее производная соответственно: 
 ݀Φ(ܽ)݀ܽ = 2 ቌarcsin ܯܽ − ܯܽ ඨ1 − 2ܽ2ܯ ቍ − π݇. 
 

Для параметров (11) получаем: 
 ܽ0 = 2.0825, ܾ1 ݀Φ(ܽ)݀ܽ |ܽ=ܽ0 = −0.5888, 

 
и численное моделирование показывает, что при ε = 0.1  можно 
локализовать периодическое решение. Таким образом, применяя метод 
гармонической линеаризации и процедуру продолжения по параметру 
можно локализовать скрытое колебание в системе (7) (рисунок 1). 
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Рис. 1 (а). Процедура локализации скрытого колебания в системе (7), 
описывающей динамику упругой ракеты-носителя для ε от 0.1 до 0.8 
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Рис. 1 (b). Процедура локализации скрытого колебания в системе (7), 
описывающей динамику упругой ракеты-носителя для ε от 0.9 до 1.0 

 

4. Локализация скрытого колебания в системе управления 
углом атаки ЛА. Рассмотрим следующую модель динамики 
короткопериодического углового движения самолета относительно 
продольной оси, линеаризованную в окрестности балансировочных 
значений углов атаки и отклонения рулей высоты αtrim, δ݁,trim [51-53]:  
 ൜αሶ = ܼαα + ωݖ + ܼδδ݁,ωሶ ݖ = ααܯ + ݖωݖωܯ +  δδ݁, (13)ܯ
 

где α , δ݁  — отклонения углов атаки и рулей высоты от 
балансировочных значений для данных условий полета, ωݖ  — 
скорость тангажа в связанной системе координат [1, 54], ܯα, ܯ ,ݍܯδ , ܼα , ܼδ  — параметры линеаризованной модели для данных 
условий полета. Положим, что угол отклонения руля высоты 
ограничен симметрично относительно балансировочного значения: 
δ݁,trim : |δ௘| ≤ δതതത௘. Также будем рассматривать использование 
пропорционально-интегрально-дифференцирующего (ПИД) 
автопилота для управления углом атаки, обозначив управляющий 
сигнал на выходе через (ݐ)ݑ, и описывать динамику привода руля 
высоты к переменной δ෩ (ݐ)݁  (без учета насыщения) вместе с 
последовательным корректирующим звеном в канале тангажа 
следующей передаточной функцией: 
(ݏ)ܹ  = ቊδ෨௘ݑ ቋ = ݇( ଶܶଶݏଶ + 2ξଶ ଶܶݏ + 1)ଵܶଶݏଶ + 2ξଵ ଵܶݏ + 1 , (14) 
 

где ݇  — статический коэффициент передачи привода; ܶ1 , ܶ1  — 
постоянные времени; ξ1 , ξ2  — коэффициенты демпфирования. 
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Окончательно отклонение выхода привода (отклонение руля высоты) с 
учетом насыщения находится как: 
 δ݁(ݐ) = δത݁sat(δ෤݁(ݐ)δത݁ ), (15) 

 

где sat(⋅) — функция насыщения. 
Далее используются следующие значения параметров [55]: ܼα = −1.0 с −1 , ܼδ ≈ αܯ ,0 = 15 с −2 ݍܯ , = 3.0 с −1 δܯ , = −18, δത݁ = 20  град ( ≈ 0.35  рад), ݇ = 10 , ܶ1 = 0.083  с, ܶ2 = 0.057  с, ξ1 = 0.1 , ξ2 = 0.4 . Нетрудно убедиться, что рассматриваемый ЛА 

статически неустойчив — собственные числа 1,2ݏ системы (38) имеют 
значения 1ݏ = 2ݏ ,6− = 2. 

Пусть цель управления состоит в отработке командного угла 
атаки α∗(ݐ) . Для устранения статической ошибки и обеспечения 
заданных характеристик переходного процесса по углу атаки для 
«номинальной системы» (при отсутствии насыщения) можно 
использовать следующий классический ПИД-регулятор: 

(ݐ)ݑ  = ݇ூσூ(ݐ) + ݇௉݁(ݐ) + ݇஽ω௭(ݐ),σଵ(ݐ) = න௧
଴ ݁(τ) ݀τ, σ(0) = 0,  (16) 

 

где ݁(ݐ) = α(ݐ) − α∗(ݐ)  — ошибка слежения, ݇ܲ ܫ݇ , ܦ݇ ,  — 
коэффициенты усиления пропорциональной, интегрирующей и 
дифференцирующей составляющих регулятора соответственно. 

Коэффициенты ݇ூ , ݇௉, ݇஽  найдем для номинального режима 
используя корневой метод так, чтобы обеспечить наименьшую степень 
устойчивости ߟ = 5.6  (чтобы удовлетворить требованиям по 
быстродействию системы) и минимальным коэффициентом 
демпфирования ߦ = 0.3  (для избежания перерегулирования). 
Получим следующие значения: ݇௉ = 5.5, ݇஽ = 0.55 с, ݇ூ = 19 с ିଵ. 
Для выбранных параметров показатель колебательности [49] ܯ =  ஶܪ
замкнутой системы имеет значение ܪஶ = 1.13, а запас устойчивости 
по фазе ߤ = 75 град.  

Наличие насыщения (15) в контуре управления может 
кардинально изменить поведение замкнутой системы, как это видно из 
сравнения процессов (a) и (b) на рисунке 2. 
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(a)

 
(b)

Рис. 2. Графики процессов α, δ݁, ݑ, σܫ при α∗ = 1 град: (а) насыщение не 
активно, (b) насыщение проявляется 

 

Рассмотрим поведение замкнутой системы управления при 
действии насыщения привода руля высоты. Основное внимание в 
исследовании уделим возможности возникновения скрытых колебаний 
в замкнутой системе. С этой целью используем применение 
описанного в разделе 2 метода к системе (13)-(16). 

На первом шаге найдем для рассматриваемой системы матрицы ܲ ݍ , ݎ ,  в (1). Несложно получить, что модель (13), (14), (16) в 
уравнениях состояния представляется следующими матрицами: 

 

ܲ = ۈۉ
ۇ ܼ஑ 0 1 0 0−1 0 0 0 ஑ܯ0 0 ௤ܯ 0 0−݇௉ ݇ூ −݇஽ −2ξଵ ଵܶି ଵ − ଵܶି ଶ0 0 0 1 0 ۋی

ۊ , ݍ =
ۈۈۉ
ۇ −ܼஔ0−ܯஔ00 ۋۋی

ۊ
, 
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∗ݎ = (−݇݇௉ ଶܶଶ ଵܶି ଶ, ݇݇ூ ଶܶଶ ଵܶି ଶ, −݇݇஽ ଶܶଶ ଵܶି ଶ, 
ଶߦ2)݇  ଶܶ − ଵߦ2 ଶܶଶ ଵܶି ଵ) ଵܶି ଶ, ݇(1 − ଶܶଶ ଵܶି ଶ) ଵܶି ଶ). 

 

Нелинейность ψ(⋅) в (1) имеет вид (15). 
Численно, при указанных выше значениях параметров, матрицы ܲ, ݎ ,ݍ имеют вид: 
 

ܲ = ۈۉ
ۇ −1.0 0 1 0 0−1 0 0 0 015.0 0 −3.0 0 0−5.56 19.1 −0.556 −2.41 −1450 0 0 1 0 ۋی

ۊ , ݍ =
ۈۈۉ
ۇ 0018.000 ۋۋی

ۊ
 

∗ݎ = (−26.1, 89.6, −2.61, 54.5,763). 
 

Применение описанной выше многошаговой процедуры 
локализации позволяет в конечном итоге найти скрытые колебания в 
рассматриваемой системе (рисунок 3). 

 

Рис. 3. Многошаговая локализация скрытых колебаний: ε݆ = ݆/4. На 
последнем шаге (т.е. при ݆ = ݉ в (2)) находится устойчивое нулевое 
состояние равновесия, сосуществующее с устойчивыми колебаниями 

(скрытыми колебаниями) 
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5. Скрытые колебания в системе самолет-пилот. Обратимся 
к задаче управления пилотируемым самолетом со средствами 
автоматизации. В данной системе пилот включается в замкнутый 
контур управления, и следовательно, динамика замкнутой системы 
зависит также от реакций пилота. 

В качестве примера рассмотрим задачу управления по тангажу 
исследовательским самолетом X-15, передаточная функция которого 
от угла отклонения рулей к углу тангажа ϑ имеет вид [56, 57]: 

 

ఋܹఏ(ݏ) = ൜ ௘ൠߜߠ = ݏ)86.9 + ݏ)(0.883 + ݏ)(0.0292 + ݏ)(25 + ݏ)(0.3516 + ଶݏ)(0.02845 + ݏ1.68 + 5.29), (17)
                                                     

где δ݁(ݐ) — отклонение руля высоты от балансировочного значения, ϑ(ݐ) — угол тангажа (численные значения всех переменных даных в 
системе СИ), ݏ ∈ ℂ — аргумент преобразования Лапласа. 

Привод описываем апериодическим звеном первого порядка с 
ограничением на скорость отклонения: 

 δሶ (ݐ)݁ = (ݐ)ݑ)ωഥ(ܶ−1ݐܽݏ − δ݁(ݐ))), (18) 
 

где ݐܽݏனഥ (⋅) — функция насыщения на уровне ωഥ  (для простоты 
изложения принято, что привод имеет единичный статический 
коэффициент передачи). 

Пилот обычно моделируется как последовательно включенный 
элемент в контуре управления [4, 58, 59]. Рассматриваются модели 
пилота в виде статического (безынерционного) элемента [56, 57, 60, 
61] с коэффициентом передачи ܭ௣ , воздействующего на сигнал 
рассогласования по тангажу, то есть: 

(ݐ)ݑ  = (ݐ)∗௣(ϑܭ − ϑ(ݐ)), (19) 
 

либо, более сложно, как интегро-дифференцирующее звено с 
запаздыванием [11, 55, 58, 62, 63]: 
(ݏ)݌ܹ  = ቄ Δϑቅݑ = ݌ܭ ݏܮܶ + ݏܫ1ܶ + 1 ݁−τ݁(20) ,ݏ 

 

где Δߴ  — ошибка слежения по тангажу; (ݐ)ݑ  — управляющее 
воздействие пилота на регулятор сервопривода руля; ܭ௣  — 
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статический коэффициент передачи пилота; ௅ܶ  — постоянная 
времени дифференцирования; ூܶ — постоянная времени замедления; ߬௘  — эффективное временное запаздывание, включающее 
транспортное запаздываение и нервно-мышечные задержки в области 
высоких частот. Как указано в [4, 11, 58, 59, 64, 65], пилот старается 
настроить постоянные времени дифференцирования и замедления так, 
чтобы чувствительность системы к их изменениям в области нижних 
частот была малой и оставляя эффективную временную задержку в 
качестве своего основного средства для контроля за устойчивостью 
замкнутого контура и доминирующих режимов. 

Исследуем численно поведение замкнутой системы (17)-(20) 
предполагая, что действие пилота (ݐ)ݑ получается как обратная связь 
по рассогласованию по тангажу. Следуя [56, 57], примем, что имеется 
ограничение по скорости руля ഥ߱ = 15/57.3  градус/с. Постоянную 
времени привода (18) примем равной ܶ = 0.02 с, а модель пилота 
возьмем в виде статического коэффициента передачи (19). Таким 
образом, мы рассматриваем систему (17), (18), (19).  

Динамика собственных движений. Пусть в (19) принято 
значение ݌ܭ = 2.8 . Линеаризация уравнений (17), (18), (19) в 
окрестности состояния равновесия показывает, что замкнутая система 
асимптотически устойчива в некоторой окрестности нуля. 
Собственные числа λ݅  линеаризованной модели системы имеют 
значения λ݅ = {−50, −26, −0.36 ± 3.7݅, −0.72, −0.03} . Однако, 
применяя описанный в разделе 2 метод, получим существование у 
замкнутой системы скрытого аттрактора, что иллюстрируется 
графиками на рисунке 4. На рисунке показаны фазовые траектории в 
пространстве (ϑ, ω௭, δ௘) и переходные процессы в системах (17), (18), 
(19) для различных начальных значений δ݁(0) (начальные значения 
остальных переменных состояния взяты нулевыми). Значение δ݁(0) =12  град (при нулевых начальных условиях для остальных 
переменных) может рассматриваться как некоторая граница скрытого 
аттрактора — траектории, начинающиеся при меньших значениях δ݁(0)  стремятся к состоянию устойчивого равновесия. 
Соответствующие переходные процессы в системе (17), (18), (19) при ݌ܭ = 2.8 для δ݁(0) ∈ {8,12,14} град показаны на рисунке 5a. 
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(a)  

(b)  
Рис. 4. Проекции фазовых траекторий системы (17), (18), (19) при δ௘(0) ∈{8,12,14} град. ܭ௣ = 2.8 на подпространства (θ, ω௭, δ௘) и (θ, ω௭). Видно 

наличие скрытого аттрактора (а) фазовые траектории в пространстве (θ, ω௭, δ௘), (b) фазовые траектории в пространстве (θ, ω௭) 
 

Кривые Найквиста линейной части системы, приведенные на 
рисунке 5b, показывают что, согласно методу гармонического баланса, 
значение ݌ܭ = 2.09  является некоторой границей, ниже которой 
скрытые колебания отсутствуют и траектории свободного движения 
системы стремятся к началу координат. Этот вывод подтверждается 
численной процедурой раздела 2 и компьютерным моделированием. 
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Кривая Найквиста на рисунке 5b позволяет сделать вывод, что при ݌ܭ ൒ 2.09  в системе может иметься два предельных цикла — 
устойчивый и неустойчивый. 

 

(a)  

(b)  
Рис. 5. Переходные процессы в системе (17), (18), (19) и кривые Найквиста 

линейной части системы: (а) переходные процессы по углу и угловой скорости 
тангажа в системе (42), (43), (44) при δ௘(0) ∈ {8,12,14} град, ܭ௣ = 2.8, 

(b) кривые Найквиста линейной части системы при ܭ௣ ∈ {2.09,2.80} 
 

Динамика вынужденных движений. Поведение неавтономной 
системы имеет сложный характер, так как оно зависит не только от 
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начальных условий, но и от внешних воздействий, которые могут 
иметь самый разнообразный характер. Рисунки 6a, 6b показывают 
реакцию системы (17), (18), (19) на кусочно-постоянное задающее 
воздействие по тангажу (ݐ)∗ߴ при нулевых начальных условиях и ܭ௣ = ௣ܭ ,2.80 = 2.09. Из графиков видно, что если ߴ∗  достаточно 
велико, то при ܭ௣ = 2.80 в системе возникают колебания, которых 
нет при ܭ௣ = 2.09. 

 

(a)  

(b)  
Рис. 6. Переходные процессы в системе (17), (18), (19) при кусочно-постоянном 

задающем воздействии ϑ∗(ݐ): (а) ܭ௣ = 2.80, (b) ܭ௣ = 2.09 
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Для предотвращения появления нелинейных колебаний в 
системах управления ЛА предложено использование последовательных 
корректирующих устройств (префильтров) [34, 57, 60, 61] и методов 
антивиндап коррекции [7, 30-33, 39, 40-43, 52, 53, 55]. 

6. Заключение. Задача управления с ограничениями на 
величину, скорость, энергию управляющего воздействия весьма 
актуальны для разработки систем автоматического управления 
летательными аппаратами (ЛА). При определенных сочетаниях 
характеристик ЛА и внешних воздействиях в системе с ограничениями 
на скорость и величину отклонения рулевых органов могут возникнуть 
автоколебания значительной амплитуды, так называемая «потеря 
устойчивости в большом». Влияние нелинейностей типа «насыщение» 
может вызвать и так называемую «раскачку самолета 
летчиком» (РСЛ), которая является весьма опасным явлением с точки 
зрения безопасности полета. Для исследования процессов, которые 
могут возникнуть в нелинейных системах управления ЛА, простое 
компьютерное моделирование может привести к неправильным 
выводам. Для численного нахождения возможных предельных 
процессов можно применить специальные аналитико-численные 
методы, позволяющие найти скрытые колебания. Применение такого 
метода для анализа систем управления ЛА показано в настоящей 
статье. Описана модификация метода гармонической линеаризации, 
основанная на методе малого параметра, которая позволяет получить 
строгое обоснование существования периодического решения и 
определить его начальные условия, а многошаговая численная 
процедура позволяет затем численно преобразовывать исходное 
периодическое решение для некоторой вспомогательной системы к 
периодическому решению или хаотическому аттрактору исходной 
системы. Показано применение метода к локализации и определению 
параметров скрытых колебаний для конкретных числовых примеров 
различных летательных аппаратов — ракеты-носителя с учетом 
нежесткости конструкции, системы автопилотирования самолета при 
управлении углом атаки и человеко-машинной системы 
самолет-пилот, снабженной средствами автоматизации управления. 
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LOCALIZATION OF HIDDEN OSCILLATIONS IN FLIGHT 
CONTROL SYSTEMS 

 

Andrievsky B.R., Kuznetsov N.V., Kuznetsova O.A., Leonov G.A., Mokaev T.N. Localization of 
hidden oscillations in flight control systems.  

Abstract. In the paper we study the problem of control under the magnitude and rate 
limitations imposed to the control input in application to flight control systems. In the case of 
the control surfaces magnitude and rate limitations, the self-oscillations of considerable 
amplitude may occur, which is often reffered to as “the loss of stability in large”. If the aircraft 
is weathercock stable, then two limit cycles may co-exist: a stable cycle of small magnitude 
and an unstable one with a large magnitude. If the aircraft is weathercock unstable, then one 
cycle from a pair of stable limit cycles with small magnitude may arise. In addition, there is 
also an unstable limit cycle, the presence of which makes it necessary to study the stability of 
the aircraft with automatic longitudinal control “in large”, i.e. when large disturbances act onto 
the aircraft and move the aircraft out of the border of unstable limit cycle. Influence of such 
nonlinearities as “saturation” may cause the so-called “Pilot Involved Oscillations”, which 
degrades the piloting of the aircraft. 

For studying the processes that occur in nonlinear flight control systems (including 
nonlinear oscillations), a simple computer simulation is an unreliable tool, which can lead to 
wrong conclusions. To obtain reliable simulation results, analytical validation of the condition 
of the uniqueness of the limit solution should be fulfilled or special analytical and numerical 
methods to find the hidden oscillations should be employed. 

In the paper, the analytical-numerical procedure and numerical methods for localization and 
parameter determination of hidden oscillations in nonlinear systems are described, and their 
applications are demonstrated for an analysis of dynamics for various kinds of flying vehicles, 
such as yaw control of non-rigid rocket carrier, automatic control of aircraft angle of attack, as 
well as man-machine aircraft-pilot system, supplied by stability augmentation system. 

Keywords: describing function, hidden oscillations, position and rate limitations, flight 
control, pilot-aircraft, pilot-involved oscillations. 
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