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Аннотация. Представлен комплекс нового класса моделей нестационарных систем об-
служивания с источником  конечного числа заявок. В отличие от традиционных моделей 
теории массового обслуживания они позволяют моделировать процессы обслуживания  
на заданном (директивном) временном интервале при общих предположениях о законах 
распределения временных интервалов между поступлениями и обслуживаниями заявок. 
Определены принципы построения этих моделей, их графическая интерпретация, расчет 
вероятностно-временных характеристик, выведены системы дифференциальных уравне-
ний Чепмена — Колмогорова. 
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Abstract. A complex of new models of non-stationary queuing systems with finite source is 
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1. Введение. Большинство авторов [1–4] используют модели 
теории массового обслуживания (ТМО) в предположении, что сущест-
вует стационарный режим вероятности состояний системы массового 
обслуживания (СМО) не являются функциями времени. В этом случае 
коэффициент загрузки СМО не превышает единицы [5]. Однако наи-
больший практический и теоретический интерес представляют неста-
ционарные модели ТМО, учитывающие поведение аппаратно-
программных комплексов в контуре управления технологическими 
процессами и объектами, функционирующими в условиях перегрузок 
на заданном (директивном) временном интервале. К данным комплек-
сам можно отнести средства наземного автоматизированного ком-
плекса управления подвижными объектами [6]. Под моделью неста-
ционарной системы обслуживания (НСО) понимается модель системы 
обслуживания с переменными во времени вероятностями состояний, 
каждое из которых определяет вероятность числа находящихся в НСО 
заявок и числа получивших обслуживание заявок. Число заявок, по-
ступающих на обслуживание в рассматриваемых моделях, конечно.  
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2. Базовая модель. Подход построения моделей НСО проде-
монстрируем на примере достаточно простой модели. Пусть на вход 
одноканальной системы обслуживания последовательно поступает ܰ 
заявок на обслуживание. Распределения длительности интервалов ме-
жду моментами поступления и обслуживания заявок описываются 
экспоненциальными законами с интенсивностями, зависящими от но-
мера заявки ሼߣଵ, ,ଶߣ … , ,ଵߤேሽ и ሼߣ ,ଶߤ … , -ேሽ соответственно. Такая сисߤ
тема представляется цепью Маркова с дискретным множеством со-
стояний и непрерывным временем [7]. Состояние системы в каждый 
момент времени характеризуется парой (݅, ݆), где ݅ — число посту-
пивших, но еще не обслуженных заявок (݅ = 0,ܰതതതതത), а ݆ — число уже 
обслуженных заявок (݆ = 0,ܰ − ݅). Переход из состояния (݅, ݆) в со-
стояние (݅ + 1, ݆) означает, что в систему поступила (݅ + ݆ + 1)-я заяв-
ка. Переход из состояния (݅, ݆) в состояние (݅ − 1, ݆ + 1) означает, что 
была обслужена (݆ + 1)-я заявка. Общее число состояний сܰ вычисля-
ется по формуле: сܰ = (ܰ + 1)(ܰ + 2)/2. Система из сܰ линейных 
однородных дифференциальных уравнений Чепмена — Колмогорова с 
постоянными коэффициентами имеет вид [8]: 

 ௗ௉೔,ೕ(௧)ௗ௧ = ൫(݅)ܪ ௜ܲିଵ,௝(ݐ)ߣ௜ା௝ − ௜ܲ,௝(ݐ)ߤ௝ାଵ൯ + (݆)ܪ ௜ܲାଵ,௝ିଵ(ݐ)ߤ௝ −− ܰ)ܪ − ݅ − ݆) ௜ܲ,௝(ݐ)ߣ௜ା௝ାଵ ,  
(1) 

 

где ܪ(݇) — функция Хевисайда, равная 0 при 	݇ ≤ 0 и 1 при ݇ > 0; ௜ܲ,௝(ݐ) — вероятность нахождения в НСО ݅ заявок при ݆ обслуженных 
в момент времени ݐ. 

В качестве начальных условий выбирают обычно нахождение 
в состоянии (0,0), то есть ௜ܲ,௝(0) = 1 − ݅)ܪ + ݆). Для каждого момента 
времени ݐ должно соблюдаться условие нормировки вида ∑ ∑ ௜ܲ,௝(ݐ) = 1ேି௜௝ୀ଴ே௜ୀ଴ . Вероятность нахождения в НСО ровно ݅ заявок 

в каждый момент времени ௜ܲ(ݐ) = ∑ ௜ܲ,௝ேି௜௝ୀ଴  Значение вероятности .(ݐ)	

обслуживания ровно ݆ заявок ௝ܲ(ݐ) = ∑ ௜ܲ,௝ேି௝௜ୀ଴ -а значение вероят ,(ݐ)	
ности обслуживания не менее ݍ заявок может быть определено из вы-
ражения ௤ܲ(ݐ) = ∑ ௝ܲ(ݐ)ே௝ୀ௤ . 

Число состояний НСО конечно. Есть начальное состояние, и 
есть конечное (поглощающее) состояние. Все состояния невозвратные. 
Процесс однородный, не эргодический, для него не существует ста-
ционарного режима. Для любой НСО невозможны переходы: 

− из состояния (݅, ݆) в состояние (݅ − ݇, ݆), ݇ = 1,ܰ; 
− из состояния (݅, ݆) в состояние (݅, ݆ − ݇), ݇ = 1,ܰ; 
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− из состояния (݅, ݆) в состояние (݇, ݆), если ݇ > ݅ + 1; 
− из состояния (݅, ݆) в состояние (݅, ݇), если ݇ > ݆ + 1. 
Введена система обозначения моделей НСО ܩ௞(݅)/ܩ௞(݆)/ܰ, до-

полняющую систему обозначений Кендалла, где ܩ определяет вероят-
ностный закон распределения временных интервалов между поступле-
ниями или обслуживаниями заявок. В статье рассматриваются законы: ܯ — экспоненциальный, 	ܧ — Эрланга, ܪ — гиперэкспоненциальный, ܥ — Кокса, причём ݇ — число этапов в рассматриваемых распределе-
ниях ܪ ,ܧ и ܥ. Обозначения (݅) и (݆) указывают на то, что интенсивно-
сти поступления и обслуживания зависят от номера заявки. Общее 
число заявок в источнике — ܰ. 

3. Аппроксимация распределениями фазового типа. Для уче-
та произвольного закона распределения временных интервалов в мо-
делях НСО проведено обобщение метода аппроксимации произволь-
ной плотности распределения вероятностей плотностью вида: 

(ݐ)݂  ≈ ∑ ௜݁ିఓ೔௧௞௜ୀଵߤ௜߆ 	,  (2) 
 

где ݂(ݐ) — произвольная плотность распределения вероятностей; ߆௜, ߤ௜, ݇ — параметры аппроксимирующего распределения. 
Известно, что плотности многих распределений, за исключени-

ем некоторых (в частности, логарифмического нормального распреде-
ления), при определенных, обычно выполняемых условиях однозначно 
определяются своими начальными моментами. Потребовав равенства 
первых ܰ начальных моментов плотности ݂(ݐ) и аппроксимирующей 
плотности, получим систему нелинейных алгебраических уравнений 
для определения неизвестных ߆௜ и ߤ௜: 

 ∑ ௵೔ఓ೔ೕ௞௜ୀଵ = ఔೕ௝! , ݆ = 0,ܰതതതതത, 
 

где ߥ௝ — j-й начальный момент аппроксимируемой плотности распре-
деления ݂(ݐ). 

Если ߆௜ — положительные числа, удовлетворяющие условиям 0 ≤ ௜߆ ≤ 1, ∑ ௜௞௜ୀଵ߆ = 1, то правая часть (2) представляет собой плот-
ность гиперэкспоненциального распределения, коэффициент вариации 
которого ߟ > 1. В частном случае, когда ߤ௜ равны между собой, а ߆௜ = ଵ௞, получается экспоненциальное распределение с ߟ = 1. 

Если ߆௜ = ∏ ఓ೗ఓ೗ିఓ೔௞௟ୀଵ ; ݈, ݅ = 1, ݇; ݅ ≠ ௜ߤ ;݈ ≠  ௟, то правая часть (2)ߤ

соответствует неоднородному эрланговскому распределению 
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порядка ݇. Коэффициент вариации такого распределения 
ଵ√௞ < ߟ < 1. В 

этом случае ߆௜ могут принимать отрицательное значение, однако усло-
вие ∑ ௜௞௜ୀଵ߆ = 1 должно сохраняться.  

Положив ߆௜ = ∑ ܽଵܽଶ …ܽ௟ିଵܾ௟௞௟ୀଵ ∏ ఓ೙ఓ೙ିఓ೔௟௡ୀଵ ; ݊ ≠ ௡ߤ ;݅ ≠ ௜; ܽ௜ߤ + ܾ௜ = 1; 	݅ ≠ ݈, получим плотность распределения Кокса. Коэффи-

циент вариации такого распределения ߟ > ଵ√௞. 

Кокс показал [9], что параметры аппроксимирующего распреде-
ления могут быть комплексными, тогда чисто формально, можно ис-
следовать процесс как марковский и составить уравнения Чепмена — 
Колмогорова обычным путем. В этом случае, несмотря на то, что зна-
чения вероятности, связанные с фиктивными фазами, могут быть ком-
плексными, все же вероятности, связанные с реальными состояниями 
исследуемой системы, будут вещественными. Использование ком-
плексно-сопряженных параметров позволяет аппроксимировать выше 
перечисленными распределениями произвольные плотности с коэф-
фициентами вариации, находящимися в диапазоне 0 < ߟ < ∞. 

В комплексе моделей НСО реализованы следующие: ܪ/(݅)ܯଶ(݆)/ܰ, ܪଶ(݅)/ܧ/(݅)ܯ ,ܰ/(݆)ܯଶ(݆)/ܰ, ܧଶ(݅)/ܧଶ(݆)/ܰ, ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ. 
Наибольшей общностью обладает модель с двухэтапным коксовским 
поступлением и двухэтапным коксовским обслуживаем заявок ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ [10]. В случае использования одного из аппроксими-
рующих распределений (ܥ ,ܪ ,ܧ) для описания вероятностей состоя-
ний модели НСО вводится еще один параметр — номер этапа аппрок-
симирующего распределения. При аналогичной аппроксимации зако-
нов распределения временных интервалов как между поступлением, 
так и между обслуживанием заявок потребуется уже четыре перемен-
ных: число заявок в системе, число обслуженных заявок, номер этапа 
аппроксимирующего распределения временных интервалов между 
поступлениями заявок и номер этапа аппроксимирующего распределе-
ния временных интервалов обслуживания. Это приводит к значитель-
ному расширению числа состояний моделей НСО и, как следствие, к 
увеличению числа дифференциальных уравнений Чепмена — Колмо-
горова. Порядок разработки таких моделей продемонстрируем на при-
мере модели с двухэтапным коксовским поступлением и двухэтапным 
коксовским обслуживаем заявок ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ. Граф переходов и со-
стояний для такой НСО представлен на рисунке 1. 

 

SPIIRAS Proceedings. 2014. Issue 6(37). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

64



 
Рис. 1. Граф переходов и состояний ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ 

 

Состояние (݅, ݇, ݈, ݆) модели НСО ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ в каждый мо-
мент времени характеризуется количеством поступивших (еще не об-
служенных) заявок ݅ (݅ = 0,ܰ), обслуженных заявок ݆ (݆ = 0,ܰ − ݅), 
этапом ݇ (݇ = ܰ)ܪ,0 − ݅ − ݆)) и ݈ (݈ =  распределения Кокса ((݅)ܪ,0
длины интервалов времени между моментами поступления и обслужи-
вания заявок. Поведение такой системы описывается однородной сис-
темой дифференциальных уравнений Чепмена — Колмогорова с по-
стоянными коэффициентами: 

 ௗ௉೔,ೖ,೗,ೕ(௧)ௗ௧ = 1)ܪ− − ܰ)ܪ(݇ − ݅ − ݆) ௜ܲ,௞,௟,௝(ݐ)ߣ௜ା௝ାଵ (݇)ܪ−  − ௜ܲ,௞,௟,௝(ݐ)ߣ௜ା௝ାଵᇱ + (݇)ܪ ௜ܲ,଴,௟,௝(ݐ)݌௜ା௝ାଵߣ௜ା௝ାଵ 1)ܪ+  + − ൫(݅)ܪ(݇ ௜ܲ,ଵ,௟,௝(ݐ)ߣ௜ା௝ᇱ + ௜ܲିଵ,଴,௟,௝(ݐ)൫1 − ௜ା௝൯ߣ௜ା௝൯݌ 1)ܪ(݅)ܪ−  − − ݈) ௜ܲ,௞,௟,௝(ݐ)ߤ௝ାଵ − (݈)ܪ ௜ܲ,௞,௟,௝(ݐ)ߤ௝ାଵᇱ 1)ܪ+  + − ൫(݆)ܪ(݈ ௜ܲାଵ,௞,ଵ,௝ିଵ(ݐ)ߤ௝ᇱ + ௜ܲାଵ,௞,଴,௝ିଵ(ݐ)൫1 − ௝൯ߤ௝൯ݎ (݈)ܪ+  + ௜ܲ,௞,଴,௝(ݐ)ݎ௝ାଵߤ௝ାଵ,  
где ߣ௜, ߣ௜ᇱ, ݌௜, ݌௜ᇱ — параметры распределения Кокса временного интер-
вала между поступлением ݅ − 1 и ݅ заявок; ߤ௝, ߤ௝ᇱ  ௝ᇱ — параметрыݎ ,௝ݎ ,
распределения Кокса временного интервала обслуживания -й заявки. 
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Для каждого момента времени ݐ должно соблюдаться условие 
нормировки вида ∑ ∑ ∑ ∑ ௜ܲ,௞,௟,௝(ݐ)ு(௜)௟ୀ଴ு(ேି௜ି௝)௞ୀ଴ = 1ேି௜௝ୀ଴ே௜ୀ଴ . 

Задав начальные условия к системе в виде: 
 ௜ܲ,௞,௟,௝(0) = ൜0, если	݅ + ݆ + ݇ + ݈ ≠ 0,1, если	݅ + ݆ + ݇ + ݈ = 0, 
 

можно найти численное решение соответствующей задачи Коши для 
произвольного значения времени ݐ. 

4. Результаты численного моделирования. На рисунке 2 
представлены графики функций распределения времени обслуживания (ݐ)ܰܨ для различных значений коэффициента вариации временных 
интервалов поступления заявок invar и обслуживания заявок outvar. 

 

 
Рис. 2. Функции распределения вероятностей времени обслуживания всех заявок 

 

В таблице 1 приведены рассчитанные значения времени испы-
таний, которое требуется для обслуживания всех заявок с вероятно-
стью 0.95. 

 
Таблица 1. Время, требуемое для обслуживания всех заявок 

outvar 
invar 

0.2 0.5 1.0 

0.2 50 51 64 
0.5 51 53 67 
1.0 56 59 73 
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Описанные модели НСО ܩ/(݅)ܩ(݆)/ܰ являются наиболее об-
щими, так как не ограничены конкретным видом распределения вре-
менных интервалов между поступлением и обслуживанием заявок. 

5. Программная реализация моделей и оценка их достовер-
ности. Авторы выполнили программную реализацию комплекса моде-
лей нестационарных систем обслуживания [11]. В комплексе программ 
реализованы следующие модели НСО: ܪ ,ܰ/(݆)ܯ/(݅)ܯଶ(݅)/ܧ/(݅)ܯ ,ܰ/(݆)ܯଶ(݆)/ܰ, ܧଶ(݅)/ܧଶ(݆)/ܰ, ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ. Для всех моделей реали-
зованы расчеты вероятностно-временных показателей обслуживания 
заявок, представленных во втором разделе настоящей статьи. Про-
граммы содержат следующие основные функции: 

− ErlangApproximation, CoxApproximation, H2Approximation — 
функции расчета параметров аппроксимации двухэтапным распреде-
лением Эрланга (неоднородным), Кокса, гиперэкспоненциальным рас-
пределением соответственно. Параметры: первые два (три) начальных 
момента исходного распределения. 

− StateQuantity — функция расчета числа состояний модели. Па-
раметр: общее число заявок. 

− PIndex — функция расчета порядкового номера (индекса) со-
стояния модели. Параметры: вектор, описывающий состояние систе-
мы (число поступивших, но необслуженных заявок, число обслужен-
ных заявок, фаза поступления и обслуживания заявок). 

− PIndex2ij — функция выполняет обратное преобразование. 
Параметр: индекс состояния. 

− DeSMO — функция составления системы дифференциальных 
уравнений. Параметры: векторы интенсивностей поступления и об-
служивания заявок, матрица состояний (содержит индексы состояний, 
для которых производится расчет, это необходимо для моделирования 
различных стратегий испытаний), время моделирования, вектор веро-
ятностей состояний системы в текущий момент времени. 

− SummP — функция расчета вероятностных характеристик 
процесса обслуживания (функции распределения времени обслужива-
ния заданного числа заявок, вероятности поступления и обслуживания 
заданного числа заявок, среднее число поступивших и обслуженных 
заявок). Параметры: вектор вероятностей пребывания в различных 
состояниях системы в различные моменты времени моделирования. 

− CalculateStates — функция решения системы дифференциаль-
ных уравнений (вызов функций ode45 и DeSMO) и расчета показате-
лей обслуживания (вызов функции SummP). 

− PFaultLess — функция расчета вероятности свободного со-
стояния в течение заданного времени после проведения испытаний. 
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Параметры: вектор вероятностей пребывания в различных состояниях 
системы в моменты времени моделирования, время функционирова-
ния, интенсивности поступления заявок. 

− Main — основная функция, готовит исходные данные, обраща-
ется к функции CalculateStates для решения системы дифференциальных 
уравнений и представляет результаты (графики, выходной файл). 

Для решения системы дифференциальных уравнений использо-
вана стандартная функция ode45 для численного интегрирования сис-
тем обыкновенных дифференциальных уравнений с использованием 
формул Рунге — Кутты 4-го и 5-го порядков. Для обоснования досто-
верности расчетов выполнена проверка полученных результатов с ис-
пользованием различных разработанных моделей НСО. Схема выпол-
нения взаимной проверки результатов моделирования иллюстрируется 
на рисунке 3. 

 

 
Рис. 3. Схема взаимной проверки результатов моделирования 

 

Реализованные модели показаны по степени общности от 
базовой экспоненциальной (крайний левый столбец) до наиболее 
общей с использованием двухэтапного распределения Кокса (крайний 
правый столбец). Модели, расположенные на схеме правее, являются 
более общими и используются для проверки результатов частных 
моделей, расположенных, соответственно, левее. Взаимная проверка 
моделей НСО показала совпадение полученных результатов. 

6. Заключение. Представленный комплекс моделей НСО и их 
программная реализация могут быть использованы для расчета характе-
ристик надежности и пропускной способности аппаратно-программных 
комплексов, функционирующих в условиях изменяющейся рабочей на-
грузки на заданном (директивном) временном интервале. 
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РЕФЕРАТ 
 

Бубнов В. П., Тырва  А. В., Еремин А. С. Комплекс моделей нестацио-
нарных систем обслуживания с распределениями фазового типа. 

Представлен комплекс нового класса моделей нестационарных систем 
обслуживания (НСО) с источником  конечного числа заявок. В отличие от 
традиционных моделей теории массового обслуживания, они позволяют моде-
лировать процессы обслуживания на заданном (директивном) временном ин-
тервале при общих предположениях о законах распределения временных ин-
тервалов между поступлениями и обслуживаниями заявок.  

Для учета произвольного закона распределения вероятностей времен-
ных интервалов в моделях НСО проведено обобщение метода аппроксимации 
произвольной плотности распределения вероятностей плотностью вида: ݂(ݐ) ≈ ∑ ௜݁ିఓ೔௧௞௜ୀଵߤ௜߆ 	, где ݂(ݐ) — произвольная плотность распределения 
вероятностей; ߆௜, ߤ௜, ݇ — параметры аппроксимирующего распределения. 

Для аппроксимации используются распределения фазового типа 2-го по-
рядка (гиперэкспоненциальное — ܪଶ, Эрланга — ܧଶ, Кокса — ܥଶ). В разработан-
ном комплексе программ реализованы следующие модели НСО: ܪ ,ܰ/(݆)ܯ/(݅)ܯଶ(݅)/ܧ/(݅)ܯ ,ܰ/(݆)ܯଶ(݆)/ܰ, ܧଶ(݅)/ܧଶ(݆)/ܰ, ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ. Определены 
принципы построения этих моделей, их графическая интерпретация, расчет веро-
ятностно-временных характеристик, выведены системы дифференциальных урав-
нений Чепмена — Колмогорова. 

Для решения системы дифференциальных уравнений использована стан-
дартная функция ode45 для численного интегрирования систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений с использованием формул Рунге — Кутты 4-го и 5-
го порядков. Для обоснования достоверности расчетов выполнена проверка полу-
ченных результатов с использованием различных разработанных моделей НСО. 

 

SUMMARY 
 

Bubnov V.P., Tyrva A.V, Eremin A.S. A Set of Non-stationary Queuing 
System Models with Phase-Type Distributions. 

A complex of new models of non-stationary queuing systems (NSQS) with 
finite source is presented. In contrast to traditional models of queuing theory the 
proposed models allow to describe the processes of customers servicing in the speci-
fied time interval under general assumptions on the time distribution between cus-
tomer arrival and service.  

In order to approximate general distribution laws for time intervals in NSQS 
models the way to approximate the probability density with the expression ݂(ݐ) ≈∑ ௜݁ିఓ೔௧௞௜ୀଵߤ௜߆  is generalized. ߆௜, ߤ௜, ݇ are the approximating distribution parameters. 

Phase type distributions of order 2 are used (namely Hyperexponential ܪଶ, 
Erlang ܧଶ, and Cox ܥଶ). The developed software provides the following models: ܪ ,ܰ/(݆)ܯ/(݅)ܯଶ(݅)/ܧ/(݅)ܯ ,ܰ/(݆)ܯଶ(݆)/ܰ, ܧଶ(݅)/ܧଶ(݆)/ܰ, ܥଶ(݅)/ܥଶ(݆)/ܰ. 
The principles of their construction, their graphical interpretation, calculation of the 
probability-time characteristics are given. The system of Chapman—Kolmogorov 
equations is derived. 

The ordinary differential equations system is solved with MatLab standard 
ode45 procedure, which uses embedded Runge—Kutta pair of orders 4 and 5. The 
results are verified by comparing the results obtained with different NSQS models. 
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