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Ïàíîâ Â.Ã., Íàãðåáåöêàÿ Þ.Â. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òðàêòîâêà äâóõôàêòîð-

íîé áèíàðíîé òåîðèè äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí

Àííîòàöèÿ. Àíàëèçèðóåòñÿ ïîíÿòèå âçàèìîäåéñòâèÿ â êîíòåêñòå ìîäåëè ýêñ-
ïåðèìåíòà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè ôàêòîðàìè è áèíàðíûì îòêëèêîì (áèíàðíûé
ýêñïåðèìåíò). Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ êîí-
öåïöèþ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí äëÿ äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ. Ïðîâåäåíà ôîðìà-
ëèçàöèÿ áèíàðíîãî ýêñïåðèìåíòà â òåðìèíàõ òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé. Âûäå-
ëåíû àêñèîìû ñèììåòðèé ïîíÿòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â áèíàðíîì ýêñïåðèìåíòå,
êîòîðûå ïîðîæäàþò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé áóëåâîé àëãåáðû ýòî-
ãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðåäñòàâëåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ, à òàêæå ïðèâåäåíà èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí, âçàèìîäåéñòâèå áèíàðíûõ
ôàêòîðîâ, áóëåâà àëãåáðà, ãðóïïà âñåõ ñèììåòðèé êâàäðàòà, îðáèòû äåéñòâèÿ
ãðóïïû.

Panov V.G., Nagrebetskaya J.V. An algebraic interpretation of 2-factor

binary su�cient component cause theory

Abstract. The concept of interaction of two binary factors in the experiment with
a binary outcome is considered. A mathematical model is developed for two binary
factors within the su�cient component cause framework. A formalization of the
binary experiment is provided in terms of Boolean functions theory. Axioms of
symmetry of the interaction in binary experiment is focused and formalized as
automorphisms over corresponding free Boolean algebra. Complete classi�cation
of interaction types in binary experiment is presented as well as their geometric
interpretation.
Keywords: su�cient component cause framework, binary factors' interaction,
Boolean algebra, square symmetry group, group action orbit.

1. Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìåäè-
öèíå âîçíèêëî íàïðàâëåíèå, êîòîðîå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ ïîëó÷åíèå
òî÷íûõ çàêëþ÷åíèé î ïðè÷èíàõ, ïóòÿõ ïðîòåêàíèÿ è îñîáåííîñòÿõ
âçàèìîäåéñòâèÿ áèîëîãè÷åñêèõ è ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â
÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèçìå íà îñíîâå èìåþùèõñÿ ìåäèöèíñêèõ äàí-
íûõ. Îíî ïîëó÷èëî íàçâàíèå êëèíè÷åñêàÿ ýïèäåìèîëîãèÿ, èëè äî-

êàçàòåëüíàÿ ìåäèöèíà [7], [9], [11], [17]. Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì
äîêàçàòåëüíîé ìåäèöèíû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà èññëåäóåìûé îáúåêò, íàïðèìåð,
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âçàèìîäåéñòâèå ëåêàðñòâ èëè òîêñè÷åñêèõ äîáàâîê â îðãàíèçìå ÷å-
ëîâåêà èëè ïîäîïûòíîãî æèâîòíîãî. Ïðè ýòîì ïîíèìàíèå òåðìèíà
¾âçàèìîäåéñòâèå¿ îñòà¼òñÿ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, ò.å. íåîïðåäå-
ëÿåìûì. Ñëîæíîñòü ýòîé ïðîáëåìû, êðîìå ïðî÷åãî, ñâÿçàíà ñ òåì,
÷òî íå âñåãäà ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû ìîãóò îáíàðóæèòü ñëîæíîå è
íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ, îïîñðåäîâàííîå èõ âçàèìî-
äåéñòâèåì ñ òîé áèîëîãè÷åñêîé ñðåäîé, â êîòîðîé îíè ïðèñóòñòâó-
þò è ñ êîòîðîé îíè òàêæå âçàèìîäåéñòâóþò [1, 13, 18, 20].

Îñíîâîé ðàññìàòðèâàåìîé â ñòàòüå ôîðìàëüíîé ìîäåëè ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí (su�cient component cause
framework) [9, 19], [21, 22, 23]. Â ðàáîòå [19] Ê. Ðîòìàí îïðåäå-
ëèë ïðè÷èííîñòü êàê ñîáðàíèå ðàçëè÷íûõ ïðè÷èííûõ ìåõàíèçìîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ äîñòàòî÷åí äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííîãî èñõîäà. Ýòè
ïðè÷èííûå ìåõàíèçìû Ðîòìàí íàçâàë ¾äîñòàòî÷íûìè ïðè÷èíàìè¿
(su�cient causes) è ïðåäñòàâëÿë èõ êàê ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî
äåéñòâèé, ñîáûòèé èëè ñîñòîÿíèé, êîòîðûå âìåñòå çàïóñêàþò ïðî-
öåññ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèâîäÿùèé ê äàííîìó èñõîäó. Äëÿ ëþáîãî
èñõîäà äàííîãî îòêëèêà, êàê ïðàâèëî, áóäåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ äî-
ñòàòî÷íûõ ïðè÷èí, ò.å. ìíîãî ðàçíûõ ïðè÷èííûõ ìåõàíèçìîâ, ïî-
ñðåäñòâîì êîòîðûõ äàííûé èñõîä ìîæåò ïðîèçîéòè. Êàæäàÿ ïðè-
÷èíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû (ôàêòîðû), êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ òàê æå íåîáõîäèìûìè ïðè÷èíàìè.

Îòìåòèì, ÷òî îñîáåííîñòü ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîãî ïîíèìàíèÿ
òåðìèíà ¾âçàèìîäåéñòâèå¿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî îáíàðóæèâàåò-
ñÿ îïîñðåäîâàííî ÷åðåç âëèÿíèå êàæäîãî ôàêòîðà íà àêòèâíóþ
áèîëîãè÷åñêóþ ñðåäó. Òàê, íàïðèìåð, èçâåñòíî íåôðîòîêñè÷åñêîå
äåéñòâèå òàêèõ ìåòàëëîâ êàê êàäìèé è ñâèíåö (ñì. íàïðèìåð, [26]).
Âîïðîñ î õàðàêòåðå èõ ñîâìåñòíîãî íåôðîòîêñè÷åñêîãî äåéñòâèÿ
âåñüìà âàæåí äëÿ îöåíêè ðèñêîâ, è îí îêàçûâàåòñÿ àíòàãîíèñòè-

÷åñêèì [27].
Â ðàññìàòðèâàåìîé íèæå ñèòóàöèè ïîëíîñòüþ áèíàðíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà, ò.å. äâóõ äåéñòâóþùèõ ôàêòîðîâ è îòêëèêà, ïðèíèìà-
þùèõ òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, èìååòñÿ âñåãî 16 = 222

âîç-
ìîæíûõ ñî÷åòàíèé çíà÷åíèé ôàêòîðîâ X1, X2 è îòêëèêà D. Â ðà-
áîòàõ [15, 16] áûëà ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ñî÷åòàíèé íà
íåêîòîðûå êëàññû, êîòîðûå îòðàæàþò òå èëè èíûå ôîðìû âçà-
èìîäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí èëè îòñóòñòâèå òàêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Ýòó êëàññèôèêàöèþ êðèòèêîâàëè Ãðèíëåíä è Ïóë [14],
ñ÷èòàÿ, ÷òî òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíà îòíî-
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ñèòåëüíî çàìåí ñèìâîëîâ (ìåòîê), ðàçëè÷àþùèõ çíà÷åíèÿ ôàêòî-
ðîâ X1, X2. Òàì æå àâòîðû ïðåäëîæèëè ðàçáèòü ýòè îòêëèêè íà
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âû-
áîðà ìåòîê çíà÷åíèé óðîâíåé ôàêòîðîâ X1, X2. Îíè òàêæå çàìå-
òèëè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû îòêëèêîâ, î÷åâèäíî, íå ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ âçàèìîäåéñòâèÿ, íàïðèìåð, îäíîôàêòîðíûõ, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (E � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)

E[D = 1 | X1 = 1, X2 = 1]− E[D = 1 | X1 = 0, X2 = 0] =

= (E[D = 1 | X1 = 1, X2 = 0)]− E[D = 1 | X1 = 0, X2 = 0]) + (1)

+ (E[D = 1 | X1 = 0, X2 = 1]− E[D = 1 | X1 = 0, X2 = 0]) ,

êîòîðîå âûðàæàåò ðàâåíñòâî ýôôåêòîâ â øêàëå ðàçíîñòåé ðèñêîâ

[16, 17, 28]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â êëàññèôèêàöèè
Ãðèíëåíäà-Ïóëà íàðóøåíèå ðàâåíñòâà (1) ñëóæèò õàðàêòåðèñòè-
êîé íàëè÷èÿ òîãî èëè èíîãî òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâX1, X2.

Â ðàáîòàõ [21, 22, 23, 24] áûë ïðîâåäåí áîëåå òùàòåëüíûé àíà-
ëèç êëàññèôèêàöèè Ãðèíëåíäà-Ïóëà. Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé îáíàðó-
æåíèÿ ñèíåðãèçìà, ïîíèìàåìîãî êàê íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ýô-
ôåêòà ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ôàêòîðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé
ýôôåêòîâ ïðè èõ ðàçäåëüíîì âîçäåéñòâèè, áûëî ïðåäëîæåíî âûäå-
ëèòü êëàññ îòêëèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ¾âûðàæàþ-
ùèì îïðåäåë¼ííóþ âçàèìîçàâèñèìîñòü¿ (de�nite interdependence)
ïðè÷èí. Ëþáîé îòêëèê èç ýòîãî êëàññà õàðàêòåðèçóåò íàëè÷èå ñè-
íåðãèçìà ìåæäó ôàêòîðàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðàáîòû îñíîâàíû íà àíàëèçå ïîíÿòèÿ âçà-
èìîäåéñòâèÿ â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîì êîíòåêñòå. Â ÷àñòíîñòè, êàê
ïðàâèëî, âûâîäû äåëàþòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ïðèìåðîâ. Ýòî îãðà-
íè÷èâàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ âûâîäîâ íà ñëó÷àé
áîëüøåãî ÷èñëà áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ èëè íåáèíàðíûé ñëó÷àé âî-
îáùå.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ.
Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòû X1, X2 äîñòàòî÷-
íûõ ïðè÷èí ôàêòîðàìè. Òàê êàê â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå âîïðîñû, òî êîíôëèêòà òåðìèíîâ íå âîçíèêà-
åò. Ñîáûòèå D (îòêëèê) è äåéñòâóþùèå íà íåãî ôàêòîðû X1, X2

ñ÷èòàþòñÿ áèíàðíûìè, ò.å. èìåþùèìè òîëüêî äâà óðîâíÿ, óñëîâíî
îáîçíà÷àåìûõ 0 è 1. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü
òåîðèè óðîâíè 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî óñëîâíûìè ìåòêàìè äëÿ ðàç-
ëè÷åíèÿ óðîâíåé ôàêòîðà è íå ñëóæàò ïîêàçàòåëÿìè òîãî, åñòü âîç-
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äåéñòâèå ôàêòîðà èëè íåò. Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî óñëîâíîãî êîäè-
ðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà. Íàïðèìåð, èçâåñòíû çàáîëåâàíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò
íå òîëüêî îò òîãî, ÷òî íà îðãàíèçì äåéñòâóåò òîò èëè èíîé ïà-
òîãåííûé ôàêòîð, íî è îò äèñôóíêöèè íåêîòîðûõ ñîñòàâëÿþùèõ
îðãàíèçìà. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå ãåíåòè÷åñêèå çàáîëåâàíèÿ ñâÿçà-
íû ñ îòñóòñòâèåì ãåíîâ, âûðàáàòûâàþùèõ íåîáõîäèìûé áåëîê, èëè
áëîêèðîâàíèåì òàêèõ ãåíîâ ïðè ðåïëèêàöèè ÄÍÊ.

Áèíàðíûé îïûò ñîñòîèò â âîçäåéñòâèè íà êàæäîãî èñïûòóåìî-
ãî äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ óðîâ-
íåé ýòèõ ôàêòîðîâ. Ïðè ýòîì ðåãèñòðèðóåòñÿ, íàñòóïèëî ëè ñîáû-
òèå D ïðè êàæäîì îòäåëüíîì èñïûòàíèè èëè íåò. Ïîäîáíî [21, 22],
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü èñõîä D íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöèåé [2, 12] îò
ïåðåìåííûõ X1, X2. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç
íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàåìûõ îòêëèêîâ óñòàíîâèòü, ïðèñóòñòâó-
åò èëè íåò âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ
äëÿ äâóõ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ 20 ëåò
[14, 15, 16], [21, 22, 23, 24, 25] ïðèâåëè ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå [21]:

D = a0 ∨ a1X1 ∨ a2X1 ∨ a3X2 ∨ a4X2∨
∨ a5X1X2 ∨ a6X1X2 ∨ a7X1X2 ∨ a8X1X2

(2)

Â ôîðìóëå (2) X1X2 îçíà÷àåò êîíúþíêöèþ ôàêòîðîâ, Xi � îò-
ðèöàíèå (äîïîëíåíèå) ôàêòîðà Xi, ∨ � çíàê äèçúþíêöèè. Òàêèì
îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè âìåñòî ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àþùèõ ôàêòî-
ðû, ââîäÿòñÿ áóëåâû ïåðåìåííûå. Êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíú-
þíêöèþ [12], âõîäÿùóþ â ýòó ôîðìóëó, àâòîðû ðàáîòû [22] íàçû-
âàþò òàêæå îïðåäåëÿþùåé äîñòàòî÷íîé ïðè÷èíîé (determinative
su�cient cause). Â ýòîé æå ðàáîòå àâòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì ôîð-
ìàëèçóþò ïîíÿòèå äîñòàòî÷íîé ïðè÷èíû (su�cient cause), ââåä¼í-
íîå ðàíåå Ðîòìàíîì: íåîáõîäèìàÿ ïðè÷èíà (ôàêòîð) Xi ôîðìèðó-

åò äîñòàòî÷íóþ ïðè÷èíó äëÿ çíà÷åíèÿ D = 1 îòêëèêà D, åñëè
èç ðàâåíñòâà Xi = 1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî D = 1. Ñîîòâåòñòâåííî,
ôàêòîðû X1, X2 ôîðìèðóåò äîñòàòî÷íóþ ïðè÷èíó äëÿ çíà÷åíèÿ
D = 1 îòêëèêà D, åñëè èç ðàâåíñòâ X1 = X2 = 1 ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî D = 1. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî ïîíÿòèÿ äîñòàòî÷íîé ïðè÷èíû è îïðåäåëÿþùåé äîñòàòî÷íîé
ïðè÷èíû ðàâíîñèëüíû.

Áóëåâû êîýôôèöèåíòû ai çàâèñÿò îò èñïûòóåìîãî è ÿâëÿþò-
ñÿ èíäèêàòîðàìè ïðèñóòñòâèÿ òîãî èëè èíîãî ñî÷åòàíèÿ ôàêòîðîâ
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â ôîðìóëå (2). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåîäíî-
çíà÷íî, íàïðèìåð, D = X1 ∨ X2 è D = X1X2 ∨ X1X2 ∨ X1X2,
÷òî çàòðóäíÿåò êëàññèôèêàöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ â äàí-
íîì ïîäõîäå.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëèç âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå ðàáîò [21, 22,
23, 24] ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñëîæíîñòÿì:

1) èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ âûâîäîâ íåñîãëàñîâàííà, òàê êàê
ñâÿçàíà ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ ñàìîãî ðàçëîæåíèÿ (2) äëÿ äàííîãî
îòêëèêà, ò.å. ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (2)
ïî îòêëèêó;

2) îñòà¼òñÿ íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíîñòü â îòíåñåíèè òèïîâ îò-
êëèêîâ ê òåì, â êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ òî èëè èíîå âçàèìîäåéñòâèå
ôàêòîðîâ èëè íå ïðîÿâëÿåòñÿ íèêàêîå âçàèìîäåéñòâèå âîîáùå;

3) îñíîâîé ïðàêòè÷åñêèõ âûâîäîâ î íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ
ÿâëÿåòñÿ íàðóøåíèå ðàâåíñòâà (1), êîòîðîå èìååò ñòàòèñòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåðêà íàðóøåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà òðå-
áóåò ïðèâëå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â ÷àñò-
íîñòè, ïðîâåðêó ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè. Çäåñü âîçíèêàþò îáû÷-
íûå òðåáîâàíèÿ äîñòàòî÷íîãî îáú¼ìà âûáîðî÷íûõ äàííûõ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî.

Â öåëîì, îïèñàííûå ñëîæíîñòè â ñîâîêóïíîñòè ñ ýìïèðè÷å-
ñêèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè äåëàþò òðóäíîâûïîëíè-
ìûì ðàñïðîñòðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ, èìåþùèõ ìåñòî â ñëó÷àå äâóõ
ôàêòîðîâ.

Íèæå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, óñòðàíÿþùàÿ óêà-
çàííûå ñëîæíîñòè äëÿ äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ è ïîçâîëÿþùàÿ
ïîëíîñòüþ îïèñàòü âñå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ íà
îñíîâå âíóòðåííèõ ôîðìàëüíûõ ñâîéñòâ áèíàðíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ àíîíñèðîâàíî â [10].

2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î áóëåâûõ ôóíêöèÿõ. Áèíàð-
íûì ôàêòîðàì X1, X2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áóëåâû ïåðåìåí-
íûå x1, x2, à îòêëèêàì, âîçíèêàþùèì ïðè âîçäåéñòâèè ôàêòîðîâ
X1, X2, ñîïîñòàâèì áóëåâû ôóíêöèè îò x1, x2. Òàêèì îáðàçîì, âåñü
íàáîð âîçìîæíûõ îòêëèêîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî B (x1, x2)
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Íà ìíîæåñòâå B (x1, x2)
ìîæíî ââåñòè ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû (ñì., íàïðèìåð, [5]), íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöà-
íèÿ (äîïîëíåíèÿ) ìíîæåñòâî B (x1, x2) îáðàçóåò ñâîáîäíóþ áóëå-
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âó àëãåáðó, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü (B (x1, x2) ,σ1) , ãäå σ1 =
(· , ∨, , 0, 1) � ñèãíàòóðà ýòîé àëãåáðû [5, 8].

Êðîìå îïåðàöèè äèçúþíêöèè ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ 2, êîòîðàÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïëþñîì. Ïðè ab = 0 âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a + b = a ∨ b. Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé èç ñèã-
íàòóðû σ2 = (· , +, 0, 1) ìíîæåñòâî B (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì
áóëåâûì êîëüöîì [2, 8], êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü (B (x1, x2) ,σ2) .

Ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f (x1, x2) ∈ B (x1, x2) ñîïîñòà-
âèì ñòðîêó (f (0, 0) , f (0, 1) , f (1, 0) , f (1, 1)). Òåì ñàìûì óñòàíàâëè-
âàåòñÿ èçîìîðôèçì [4] àëãåáðû (êîëüöà) B (x1, x2) è àëãåáðû (êîëü-
öà) B4 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðîé, ãäå B = {0, 1}.

Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f (x1, x2) èç B (x1, x2) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå

f(x1, x2) = f00x̄1x̄2 ∨ f01x̄1x2 ∨ f10x1x̄2 ∨ f11x1x2 =
∨

α,β∈B
fαβx

α
1 x

β
2 ,

(3)

ãäå fαβ = f(α,β), α,β ∈ B, xγ
i =

{
xi, åñëè γ = 1,
x̄i, åñëè γ = 0.

Äëÿ íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ áóëåâîé ôóíêöèè ýòî ñëå-
äóåò èç òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè òàêîé ôóíêöèè â ñîâåðøåííîé
äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÑÄÍÔ) [2, 12], â îáðàòíîì
ñëó÷àå ìîæíî ïðèíÿòü ïî îïðåäåëåíèþ fαβ = 0 äëÿ âñåõ α,β ∈ B.

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëó (3) ñ ôîðìóëîé (2), ìîæíî ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (2) ïåðâûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî âçÿòü
íóëåâûìè: a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = 0, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåí-
òû âçÿòü ðàâíûìè a5 = D (1, 1) , a6 = D (0, 1) , a7 = D (1, 0) , a8 =
D (0, 0).

Òàê êàê êîíúþíêöèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé â ôîðìóëå (3) ðàâíà íóëþ, èìååì ïðåäñòàâëåíèå ëþ-
áîé áóëåâîé ôóíêöèè â ñëåäóþùåì âèäå

f (x1, x2) = f00x̄1x̄2 + f01x̄1x2 + f10x1x̄2 + f11x1x2, (4)

ïðè÷¼ì ýòî ïðåäñòàâëåíèå, êàê è ïðåäñòàâëåíèå (3), îäíîçíà÷íî.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (4) äëÿ êëàññèôèêàöèè áóëå-

âûõ ôóíêöèé ïî òèïàì, êîòîðûå äîëæíû îòðàæàòü âçàèìîäåé-
ñòâèå ôàêòîðîâ X1, X2. Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî îòìåòèì ñëåäóþùèå
î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ïîíÿòèÿ ¾âçàèìîäåéñòâèå¿ â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å:
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1) åñëè ôàêòîðûX1, X2 âçàèìîäåéñòâóþò, òî è ôàêòîðûX2, X1

âçàèìîäåéñòâóþò;
2) åñëè ôàêòîðûX1, X2 âçàèìîäåéñòâóþò, òî è ôàêòîðûX1, X2

âçàèìîäåéñòâóþò.
Ïåðâîå ñâîéñòâî íå âûçûâàåò âîçðàæåíèé, à ïî ïîâîäó âòîðîãî

íàïîìíèì ñêàçàííîå âî Ââåäåíèè. Ïðèïèñûâàíèå ôàêòîðó çíà÷å-
íèé 1 è 0 ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì ñîãëàøåíèÿ è íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò
íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ñàìîãî ôàêòîðà. Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò,
÷òî åñëè X1, X2 � âçàèìîäåéñòâóþùèå ôàêòîðû, òî è ôàêòîðû â
êàæäîé ïàðå X1, X2; X1, X2; X1, X2 òàêæå âçàèìîäåéñòâóþò.

Äëÿ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 âûïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà 1),
2) ïðèâîäÿò ê îòîáðàæåíèÿì S1, S2 ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþ-
ùèõ [8] {x1, x2} àëãåáðû B (x1, x2) âî ìíîæåñòâîX = {x1, x2, x̄1, x̄2},
à çíà÷èò, è âî ìíîæåñòâî B (x1, x2), ïî ïðàâèëàì

S1 (x1) = x2, S1 (x2) = x1

S2 (x1) = x̄1, S2 (x2) = x2
(5)

Òàê êàê àëãåáðà B (x1, x2) ñâîáîäíà, à ïðåîáðàçîâàíèÿ S1, S2 çàäà-
íû íà å¼ îáðàçóþùèõ x1, x2, òî ïðè íåîáõîäèìîñòè S1, S2 áóäóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ýíäîìîðôèçìû [4] àëãåáðû B (x1, x2), äåéñòâóþ-
ùèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

Si(f(x1, x2)) = f00Si(x̄1x̄2)+f01Si(x̄1x2)+f10Si(x1x̄2)+f11Si(x1x2),
(6)

ãäå

S1

(
xα

1 x
β
2

)
= xβ

1 x
α
2 , S2

(
xα

1 x
β
2

)
= xᾱ

1 x
β
2 , ᾱ = 1− α, α,β ∈ B (7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó [4], ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè S1, S2 áóëåâîé àëãåáðû B (x1, x2), à ÷åðåç GY � ãðóïïó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç îãðàíè÷åíèé âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû G íà ìíîæå-
ñòâî
Y = {x̄1x̄2, x̄1x2, x1x̄2, x1x2}. Èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ S ∈ G è f(x1, x2) ∈ B (x1, x2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

S(f(x1, x2)) = f00S(x̄1x̄2) + f01S(x̄1x2) + f10S(x1x̄2) + f11S(x1x2).
(8)

Ôîðìóëà (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû
G îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ñâîåãî îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæå-
ñòâî Y . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïó GY ìîæíî ñ÷èòàòü ãðóïïîé
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âñåõ ñèììåòðèé åäèíè÷íîãî êâàäðàòà [4]. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
ãðóïïà G èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ ñèììåòðèé êâàäðàòà.

Ïóñòü Γ � åäèíè÷íûé êâàäðàò íà ïëîñêîñòè, âåðøèíû êîòî-
ðîãî èìåþò êîîðäèíàòû èç ìíîæåñòâà B2. Ñîïîñòàâèì ïîäîáíî [12]
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f (x1, x2) ∈ B (x1, x2) òî ìíîæåñòâî
âåðøèí êâàäðàòà Γ, íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 1, ò.å. ìíîæå-
ñòâî {

(α,β) ∈ B2 | fαβ = 1
}
.

Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ èçîìîðôèçì ϕ ìåæäó áóëåâîé àë-
ãåáðîé B (x1, x2) è áóëåàíîì ìíîæåñòâà B2 âåðøèí êâàäðàòà [2, 4].

Ïðèìåð 1. Òàê, áóëåâîé ôóíêöèè x1x̄2 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæå-
ñòâî {(1, 0)}, à áóëåâîé ôóíêöèè x̄1x̄2 + x1x̄2 + x1x2 � ìíîæåñòâî
{(0, 0), (1, 0), (1, 1)}.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíûé èçîìîðôèçì ϕ îòîáðàæàåò äëÿ ëþ-
áûõ α,β ∈ B áóëåâó ôóíêöèþ xα

1 x
β
2 ∈ Y âî ìíîæåñòâî {(α,β)}, ñî-

ñòîÿùåå èç êàêîé-òî îäíîé âåðøèíû êâàäðàòà Γ. Ïîýòîìó ãðóïïó
GY ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðîé ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê âåðøèí ýòîãî
êâàäðàòà. À èç ôîðìóëû (8) è èç ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà ϕ ñëåäó-
åò, ÷òî ãðóïïó G ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðîé ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B2 âåðøèí êâàäðàòà Γ.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå S3 = S1S2S1. Èç ôîðìóë (5) ïî-
ëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

S3 (x1) = x1, S3 (x2) = x̄2.

Òàêèì îáðàçîì,

S3

(
xα

1 x
β
2

)
= xα

1 x
β̄
2 , α,β ∈ B. (9)

Ïðåîáðàçîâàíèå S2 (S3) ìåíÿåò â êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè ïåðå-
ìåííóþ x1 (x2) íà å¼ îòðèöàíèå, à ïðåîáðàçîâàíèå S1 ìåíÿåò ìå-
ñòàìè ïåðåìåííûå x1 è x2. Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå S3 âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèÿ S1, S2, òî ãðóïïà GY ïîðîæäåíà îãðàíè÷å-
íèÿìè íà ìíîæåñòâî Y ïðåîáðàçîâàíèé S1, S2 è S3.

Ãåîìåòðè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé S2 è S3 íà ìíîæå-
ñòâî âåðøèí B2 êâàäðàòà Γ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé îñåé ñèììåòðèè ýòîãî êâàäðàòà, à
îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ S1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëü-
íî äèàãîíàëè êâàäðàòà. Ïîýòîìó ãðóïïà GY ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé âñåõ
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ñèììåòðèé êâàäðàòà Γ. Ýòà ãðóïïà ïîðîæäåíà ñëåäóþùèìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè: ïîâîðîòîì êâàäðàòà íà ïðÿìîé óãîë è ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòà [3].

Äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S èç ãðóïïû G íà
áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2) ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

S(f(x1, x2)) =

= fS−1(0,0)x̄1x̄2 + fS−1(0,1)x̄1x2 + fS−1(1,0)x1x̄2 + fS−1(1,1)x1x2.

(10)

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè ¾êîîðäèíàò¿ ýòîé áóëåâîé ôóíê-
öèè, ïîëó÷èì ôîðìóëó

S (f00, f01, f10, f11) =
(
fS−1(0,0), fS−1(0,1), fS−1(1,0), fS−1(1,1)

)
.

3. Îïèñàíèå îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Äåéñòâèå ãðóï-
ïû G íà àëãåáðå B (x1, x2) âûçûâàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B (x1, x2)
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû [4]. Òàê êàê ãðóïïà G ïîðîæäåíà ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè S1, S2, êîòîðûå ôîðìàëèçóþò ñâîéñòâà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ â áèíàðíîì ýêñïåðèìåíòå, òî ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå áóëåâîé
àëãåáðû B (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êëàññèôèêàöèåé òèïîâ âçà-
èìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ. Íèæå ìû ñîïîñòàâèì åå ñ èçâåñòíîé êëàñ-
ñèôèêàöèåé èç ðàáîò [14], [21, 22, 23, 24].

Áóëåâû ôóíêöèè f è g ëåæàò â îäíîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå S ∈ G, ÷òî g = S (f).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈f〉� îðáèòó ýëåìåíòà f èç B (x1, x2). Íåñëîæ-
íûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ îïåðàöèé â áóëåâîé
àëãåáðå [2, 6, 12] ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà áóëåâîé àëãåáðå

B (x1, x2) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé

〈0〉 = {0}, 〈1〉 = {1}, 〈x1〉 = {x1, x̄1, x2, x̄2},
〈x1 ∨ x2〉 = {x1 ∨ x2, x̄1 ∨ x2, x1 ∨ x̄2, x̄1 ∨ x̄2},

〈x1x2〉 = {x1x2, x̄1x2, x1x̄2, x̄1x̄2},
〈x1x2 ∨ x̄1x̄2〉 = {x1x2 ∨ x̄1x̄2, x̄1x2 ∨ x1x̄2}.

Òåîðåìó ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñî-
îáðàæåíèé.

Èç òåîðåìû èìååì
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Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ ïåðåâîäèò îðáèòû äðóã

â äðóãà ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈0〉 = 〈1〉 , 〈x1〉 = 〈x1〉 , 〈x1x2〉 = 〈x1 ∨ x2〉 ,
〈x1x2 ∨ x̄1x̄2〉 = 〈x1x2 ∨ x̄1x̄2〉 .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ ëåãêî âûòåêàåò èç îòìå÷åííîãî
âûøå ôàêòà, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
âñåõ àâòîìîðôèçìîâ áóëåâîé àëãåáðû B (x1, x2).

4. Òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ â áèíàðíîì ýêñïå-
ðèìåíòå. Âåðí¼ìñÿ ê ôîðìóëå (2) îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé
ôóíêöèè äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû � ýòî îá-
ùèé âèä äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÄÍÔ), ïðåäñòàâëÿ-
þùèé äàííóþ ôóíêöèþ. Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [12]), ÷òî ëþ-
áàÿ ÄÍÔ åñòü äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. Êàæäàÿ
ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ åñòü êîíúþíêöèÿ ëèòåðàëîâ, ò.å. ïåðå-
ìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé. Ðàíãîì ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî âõîäÿùèõ â íå¼ íåïîâòîðÿþùèõñÿ ëèòåðàëîâ. Ðàíã
êîíñòàíò 0 è 1 ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Äëèíîé ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ
ñóììà ðàíãîâ å¼ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé.

Ïðèìåð 2. Äëèíà ÄÍÔ x1x̄2 ∨ x1 ∨ x1x2 ∨ 1 ðàâíà 5, ðàíãè
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé x1x̄2, x1, x1x2 è 1 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
2, 1, 2 è 0.

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2) íåîäíîçíà÷íî. Ìû
ïðåäëàãàåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîé áóëåâîé ôóíê-
öèè åå ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ, ò.å. ÄÍÔ ìèíèìàëüíîé äëèíû [12]. Ýòî
ðàññìîòðåíèå åñòåñòâåííî ïîòîìó ÷òî ìû õîòèì èìåòü îïèñàíèå
õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ X1, X2 â íàèáîëåå ïðîñòîé è
êðàòêîé ôîðìå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ. Ýòîò
ôàêò ëåãêî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èç ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåî-
ðåìû. Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì.

Åù¼ îäíèì îáñòîÿòåëüñòâîì, ïî÷åìó íàäî ðàññìàòðèâàòü áóëå-
âó ôóíêöèþ â âèäå ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïðåäåëå-
íèå âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí äëÿ n áèíàðíûõ ôàêòî-
ðîâ, äàííîå â ðàáîòå [22], íåÿâíî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîé
ÄÍÔ. Òî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî ïîíÿòèÿ äëÿ
äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîíúþíê-
öèÿ Xα

1 Xβ
2 ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí, åñ-

ëè îíà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ,
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ýêâèâàëåíòíîé äàííîé áóëåâîé ôóíêöèè D. À ïîëüçóÿñü ñâîéñòâà-
ìè 1)-2) âçàèìîäåéñòâèÿ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ, îòìå÷åííûìè â ï. 2,
ìû ìîæåì ââåñòè ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ôàêòîðàìè
X1, X2 åñòü âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí, åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ α,β ∈ B êîíúþíêöèÿ xα

1 x
β
2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíú-

þíêöèåé ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíîé äàííîé áóëåâîé ôóíê-
öèè f , ñîîòâåòñòâóþùåé îòêëèêó D. Î ôóíêöèè f áóäåì ãîâî-
ðèòü êàê î ïðåäñòàâëÿþùåé âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè-

÷èí ìåæäó ôàêòîðàìè X1, X2.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû G ïåðå-
âîäèò ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ â ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ. Ïîýòîìó îðáèòû
ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè ïîìîùè ñâîèõ ïðåäñòàâèòåëåé, çàïèñàí-
íûõ â âèäå ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âñå ïðåä-
ñòàâèòåëè îðáèò èç ôîðìóëèðîâêè íàøåé òåîðåìû çàïèñàíû â âèäå
òàêèõ ÄÍÔ. Ýòè ïðåäñòàâèòåëè äàþò íàì ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î
òèïàõ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ, ïåðå÷èñëåííûå â òåîðåìå, ìû áóäåì
íàçûâàòüòèïàìè âçàèìîäåéñòâèÿ. Êàæäûé òèï çàïèñàí íàèáîëåå
ïðîñòî ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäñòàâèòåëåé äàííîãî êëàññà.

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ òèïîâ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ îïè-

ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè òèïàìè: 0, 1, x1, x1 ∨ x2, x1x2, x1x2 ∨ x̄1x̄2.

Êðîìå òîãî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå èç
ãðóïïû G ïåðåâîäèò ôóíêöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ âçàèìîäåéñòâèå
äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí ìåæäó ôàêòîðàìè X1, X2, â ôóíêöèþ ñ òà-
êèì æå ñâîéñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ
ïðè÷èí ìåæäó ôàêòîðàìè ìîæåò áûòü âïîëíå îïèñàíî íåêîòîðû-
ìè òèïàìè èç ñëåäñòâèÿ 2.

Â ðàáîòàõ [21] è [22] íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü, ÷òî èç âçàèìî-
äåéñòâèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí ñëåäóåò ñèíåðãèçì ìåæäó ôàêòîðà-
ìè X1, X2, íî îáðàòíîå íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êàêîé-òî òèï
îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí, òî ìåæäó ôàêòî-
ðàìè X1, X2 åñòü ñèíåðãèçì.

Â ðàáîòàõ [21] è [24] áûëî äàíî ïîíÿòèå ïðè÷èííîé âçàèìî-

çàâèñèìîñòè (causal interdependence) ìåæäó ôàêòîðàìè äëÿ òåõ
îòêëèêîâ, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî ýôôåêòîâ â øêàëå
ðàçíîñòåé ðèñêîâ (1).
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Ðàññìîòðèì èñïûòàíèå, â êîòîðîì ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí
îòêëèê (íåâàæíî, êàêîé èìåííî). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðîâîäèì
èññëåäîâàíèå îäíîãî èñïûòóåìîãî èëè ìíîãèõ èäåíòè÷íûõ èñïû-
òóåìûõ. Òîãäà, î÷åâèäíî, ðàâåíñòâî ýôôåêòîâ â øêàëå ðàçíîñòåé
ðèñêîâ áóäåò íàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

D(1, 1)−D(0, 0) = (D(1, 0)−D(0, 0)) + (D(0, 1)−D(0, 0)) . (11)

Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

D(1, 1) + D(0, 0) = D(0, 1) + D(1, 0). (12)

Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåò îòêëèê D, òî ðàâåíñòâî (12)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

f11 + f00 = f01 + f10. (13)

Çàìåòèì ÷òî åñëè S � îäíî èç ïðåîáðàçîâàíèé S1, S2 èç ãðóïïû
G, òî ðàâåíñòâî (13) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

fS(1,1) + fS(0,0) = fS(0,1) + fS(1,0).

Ýòà ðàâíîñèëüíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè S � ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå
èç ãðóïïû G. Çíà÷èò, ìîæíî ãîâîðèòü î âûïîëíåíèè (íåâûïîëíå-
íèè) ðàâåíñòâà äëÿ îðáèò, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ áóëåâà àëãåá-
ðà B (x1, x2) ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G. À çíà÷èò, îòñóòñòâèå (ïðè-
ñóòñòâèå) ïðè÷èííîé âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ áèíàðíûìè
ôàêòîðàìè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òèïàìè èç ñëåäñòâèÿ 2.

5. Àíàëèç òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
ââåäåííûå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîñòîÿííûå òèïû. Òèïû 0 è 1 ïîñòîÿííû ïðè âñåõ óðîâíÿõ
äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ òàêèìè îòêëèêàìè, êîòî-
ðûå âîîáùå íå îòðàæàþò äåéñòâèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ è, òåì áîëåå, èõ
âîçìîæíîå âçàèìîäåéñòâèå.

Îäíîôàêòîðíûå òèïû. Òèï x1 ïðåäñòàâëÿåò äåéñòâèå òîëü-
êî îäíîãî ôàêòîðà, ò.å. íå õàðàêòåðèçóåò âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ôàê-
òîðîâ.

Äëÿ îñòàëüíûõ òèïîâ

x1x2, x1x2 ∨ x̄1x̄2, x1 ∨ x2

íàðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî (13). Äåéñòâèòåëüíî, èìåííî 10 îòêëèêîâ èç
êëàññîâ ñ ýòèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè â ðàáîòå [14] îáúåäèíåíû ïîä íà-
çâàíèåì îòêëèêîâ, âûðàæàþùèõ ïðè÷èííóþ âçàèìîçàâèñèìîñòü.
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Ñìûñëîâîå ñîäåðæàíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýôôåêò
îò îäíîãî ôàêòîðà íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí áåç çíàíèÿ î òîì,
êàêîâî çíà÷åíèå äðóãîãî ôàêòîðà [14], [21, 22, 23, 24].

Âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí. Ïî îïðåäåëåíèþ
òèïû x1x2, x1x2∨x̄1x̄2, ïðåäñòàâëÿþò âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ
ïðè÷èí. Â òåðìèíîëîãèè ðàáîòû [22] è ñ ó÷¼òîì íàøåãî ïðåäïîëî-
æåíèÿ îá îäèíàêîâîñòè ðåàêöèé îðãàíèçìîâ èñïûòóåìûõ íà âíåø-
íèå âîçäåéñòâèÿ â äàííîì îïûòå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå îòêëèêè,
ïîïàäàþùèå â êëàññû 〈x1x2〉 , 〈x1x2 ∨ x̄1x̄2〉, õàðàêòåðèçóþò îïðå-

äåë¼ííóþ âçàèìîçàâèñèìîñòü, èëè âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ

ïðè÷èí ìåæäó ôàêòîðàìè X1 è X2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ îò-
êëèêîâ [21, 22] âñåãäà åñòü ñèíåðãèçì ìåæäó ýòèìè ôàêòîðàìè.

Äèçúþíêöèÿ. Òèï x1 ∨ x2 ïî îïðåäåëåíèþ íå ïðåäñòàâëÿåò
âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí è îïðåäåë¼ííóþ âçàèìîçàâè-
ñèìîñòü. Ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî êëàññà, � áóëåâà ôóíêöèÿ x1 ∨x2 =
x1 +x2 +x1 ·x2, � îïèñûâàåò ñèíåðãèçì ôàêòîðîâ X1, X2, åñëè ýòè
ôàêòîðû èìåþò íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå îáùèå ýëåìåíòû â òåõ
ïðîöåññàõ, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ îíè âûçûâàþò íàñòóïëåíèå ñîáû-
òèÿ D. È ýòà áóëåâà ôóíêöèÿ íå îïèñûâàåò ñèíåðãèçìà ôàêòîðîâ
X1, X2, à îïèñûâàåò ïðîñòîå ñëîæåíèå èõ äåéñòâèé, åñëè ôàêòè-
÷åñêèå ìåõàíèçìû âîçäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ X1, X2 íà èññëåäóåìûå
îáúåêòû ïðîòåêàþò ïàðàëëåëüíî, íå èìåÿ îáùèõ êàíàëîâ. Â ðàáî-
òàõ [21] è [22] ãîâîðèëîñü î òîì, ÷òî ñèíåðãèçì ìåæäó ôàêòîðàìè
äëÿ îòêëèêîâ òàêîãî òèïà âîçìîæåí ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü â ðàìêàõ êîíöåï-
öèè äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, õàðàêòåðèçóþùóþ ðàçíûå ÷åðòû âçàèìîäåéñòâèÿ áèíàðíûõ
ôàêòîðîâ. Òèïû, ïîêàçûâàþùèå îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ � ýòî
0, 1, x1. Âñå îñòàëüíûå òèïû îòðàæàþò ïðè÷èííóþ âçàèìîçàâèñè-

ìîñòü ìåæäó ôàêòîðàìè. Ñðåäè íèõ òèïû x1x2, x1x2 ∨ x̄1x̄2 õà-
ðàêòåðèçóþò âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí ìåæäó ôàê-
òîðàìè X1 è X2 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå îïðåäåë¼ííóþ âçàèìîçàâèñè-

ìîñòü, à çíà÷èò è ñèíåðãèçì. Òèï x1 ∨ x2 òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
íå õàðàêòåðèçóåò, õîòÿ òàêèå îòêëèêè ìîãóò ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿòü ñèíåðãèçì ìåæäó ôàêòîðàìè.

6. Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ ñî-
äåðæàòåëüíûé àíàëèç ýêñïåðèìåíòà ïðèâîäèò ê âûâîäó î òîì èëè
èíîì òèïå âçàèìîäåéñòâèÿ (èëè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ).

Труды СПИИРАН. 2013. Вып. 3(26). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн)  
SPIIRAS Proceedings. 2013. Issue 3(26). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 

www.proceedings.spiiras.nw.ru

289



Ïðèìåð 3. Ïóñòü ñîáûòèå D = 1 (D = 0) ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ó ïàöèåíòà íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå (óäîâëåòâîðèòåëüíîå) ñîñòîÿíèå
îðãàíèçìà, à ñîáûòèå Xi = 1 (Xi = 0) ñîñòîèò â ïðè¼ìå (íåïðè¼ìå)
ïàöèåíòîì i-ãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, i ∈ {1, 2}. Òîãäà áóëåâà
ôóíêöèÿ f = x1x2 ∨ x̄1x̄2 = x1x2 + x̄1x̄2 îïèñûâàåò òîò ôàêò, ÷òî
ïàöèåíò çàáîëåâàåò êàê ïðè îòñóòñòâèè ëå÷åíèÿ, ò.å. îòêàçå îò ïðè-
¼ìà îáîèõ ëåêàðñòâåííûõ ñðåäñòâ, òàê è ïðè ëå÷åíèè äâóìÿ ëåêàð-
ñòâåííûìè ñðåäñòâàìè îäíîâðåìåííî, êîòîðûå êàê-òî âçàèìîäåé-
ñòâóÿ, äåéñòâóþò ïîðàæàþùèì îáðàçîì íà îðãàíèçì. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå ôàêòîðû âçàèìîäåéñòâóþò ïî òèïó x1x2 ∨ x̄1x̄2.
Ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó íèìè åñòü âçàèìîäåéñòâèå äîñòà-
òî÷íûõ ïðè÷èí, à çíà÷èò è ñèíåðãèçì.

Âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ òîãî æå òèïà ðåàëèçóåòñÿ íà ñëåäó-
þùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü ñîáûòèå D = 1 (D = 0) ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ó ïàöèåíòà íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå (óäîâëåòâîðèòåëüíîå) ñîñòîÿíèå
îðãàíèçìà, à ñîáûòèå Xi = 1 (Xi = 0) ñîñòîèò â âîçäåéñòâèè (íå
âîçäåéñòâèè) íà îðãàíèçì ïàöèåíòà i-ãî òîêñèíà, i ∈ {1, 2}. Èíîãäà
îäíîâðåìåííîå âîçäåéñòâèå äâóõ òîêñèíîâ íà îðãàíèçì íå îêàçû-
âàåò òàêîãî ïîðàæàþùåãî ýôôåêòà, êàê âîçäåéñòâèå êàæäîãî ïî
îòäåëüíîñòè. Òîãäà ïàöèåíò çàáîëåâàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè íà îðãàíèçì ïàöèåíòà âîçäåéñòâóåò òîëüêî îäèí èç òîêñèíîâ.
Áóëåâà ôóíêöèÿ f = x1x̄2 ∨ x̄1x2 îïèñûâàåò èìåííî òàêîå âçàèìî-
äåéñòâèå áèíàðíûõ ôàêòîðîâ X1, X2. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ôàêòîðû
âçàèìîäåéñòâóþò ïî òèïó x1x2 ∨ x̄1x̄2. Ìû âíîâü ìîæåì ãîâîðèòü,
÷òî ìåæäó ýòèìè ôàêòîðàìè åñòü è âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ
ïðè÷èí, è ñèíåðãèçì.

Ïðèâåä¼ì áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ â æèçíè ïðèìåð, ðåà-
ëèçóþùèé äðóãîé òèï, îòðàæàþùèé âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ
ïðè÷èí, à çíà÷èò è ñèíåðãèçì.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü âíîâü ñîáûòèå D = 1 (D = 0) ñîñòîèò â òîì,
÷òî ó ïàöèåíòà íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå (óäîâëåòâîðèòåëüíîå) ñîñòî-
ÿíèå îðãàíèçìà, à ñîáûòèå Xi = 1 (Xi = 0) ñîñòîèò â âîçäåéñòâèè
(íå âîçäåéñòâèè) íà îðãàíèçì ïàöèåíòà i-ãî òîêñèíà, i ∈ {1, 2}. Ïà-
öèåíò çàáîëåâàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà åãî îðãàíèçì âîç-
äåéñòâóåò ñðàçó äâà òîêñèíà. Áóëåâà ôóíêöèÿ f = x1x2 îïèñûâàåò
âçàèìîäåéñòâèå áèíàðíûõ ôàêòîðîâ X1, X2. Â ýòîì ñëó÷àå îíè
âçàèìîäåéñòâóþò ïî òèïó x1x2.
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Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèìåð ïðè÷èííîé âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæ-
äó ôàêòîðàìè X1 è X2, ìåæäó êîòîðûìè íåò âçàèìîäåéñòâèÿ äî-
ñòàòî÷íûõ ïðè÷èí, õîòÿ ñèíåðãèçì ìåæäó ýòèìè ôàêòîðàìè ìîæåò
ïðîÿâëÿòüñÿ.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü, êàê â ïðèìåðàõ 4 è 5, ñîáûòèå D = 1 (D = 0)
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó ïàöèåíòà íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå (óäîâëåòâîðè-
òåëüíîå) ñîñòîÿíèå îðãàíèçìà, à ñîáûòèå Xi = 1 (Xi = 0) ñîñòîèò
â â âîçäåéñòâèè (íå âîçäåéñòâèè) íà îðãàíèçì ïàöèåíòà i-ãî òîê-
ñèíà, i ∈ {1, 2}. Ïàöèåíò çàáîëåâàåò â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ íà íåãî
õîòÿ áû îäíîãî òîêñèíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ
â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé f = x1 ∨ x2. Ôàê-
òîðû âçàèìîäåéñòâóþò ïî òèïó x1 ∨ x2. Äåéñòâèå îäíîãî òîêñèíà
ìîæåò óñèëèâàòü äåéñòâèå äðóãîãî â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ äâóõ òîê-
ñèíîâ îäíîâðåìåííî, è òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü î ñèíåðãèçìå ìåæäó
ôàêòîðàìè X1, X2. Åñëè ýòîãî óñèëåíèÿ íåò, òî ñèíåðãèçìà ìåæäó
ôàêòîðàìè íåò, ðàâíî êàê íåò è ñèíåðãèçìà ìåæäó ôàêòîðàìè â
ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ íà ïàöèåíòà òîëüêî êàêîãî-òî îäíîãî òîêñèíà.

Òàê êàê âûáîð óðîâíåé 0, 1 äëÿ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ ïðîèñõî-
äèò óñëîâíî, òî õàðàêòåðèçóÿ âçàèìîäåéñòâèå ôàêòîðîâ, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì íå ôóíêöèþ, à ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ. Â òî æå âðåìÿ
âñ¼ ðàâíî îñòà¼òñÿ íåêîòîðàÿ óñëîâíîñòü âûáîðà óðîâíåé 0, 1 äëÿ
ñîáûòèÿ D. Ìåíÿÿ ýòè óðîâíè, ìû ïåðåõîäèì îò áóëåâîé ôóíê-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùåé îòêëèêó D, ê áóëåâîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåé-
ñÿ å¼ îòðèöàíèåì. Ïîýòîìó îñîáåííî èíòåðåñíû òå êëàññû áóëåâûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå ïåðåõîäÿò ïðè îòðèöàíèè ñàìè â ñåáÿ. Èõ åñòå-
ñòâåííî íàçûâàòü ñàìîäâîéñòâåííûìè. Ýòè êëàññû èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ óðîâíåé ñîáûòèÿ D. Âñå ñàìîäâîéñòâåí-
íûå êëàññû îïèñûâàåò

Ñëåäñòâèå 3. Êëàññû 〈x1〉, 〈x1x2 ∨ x̄1x̄2〉 è òîëüêî îíè ÿâëÿ-
þòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûìè.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöèè âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (13), òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ áóëåâîé ôóíê-
öèè, ÿâëÿþùåéñÿ å¼ îòðèöàíèåì. Ïîýòîìó ïðè îòðèöàíèè áóëåâîé
ôóíêöèè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè÷èííàÿ âçàèìîçàâèñèìîñòü ôàêòîðîâ ëè-
áî å¼ îòñóòñòâèå, îäíàêî ïðè îòðèöàíèè ìîæåò íå ñîõðàíèòüñÿ âçà-
èìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí ëèáî åãî îòñóòñòâèå. Ýòîò ôàêò
îòìå÷àëñÿ åù¼ â [21]. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé èç ñà-
ìîäâîéñòâåííûõ êëàññîâ ýòè ñâîéñòâà ïðè îòðèöàíèè ñîõðàíÿþòñÿ.
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5. Çàêëþ÷åíèå. Âîçâðàùàÿñü ê çàòðóäíåíèÿì, èìåþùèì ìå-
ñòî â îáùåïðèíÿòîé ìåòîäèêå êëàññèôèêàöèè è àíàëèçà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ, ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå ïðîäâèæåíèÿ.

1. Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ êëàññèôèêàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ôàê-
òîðîâ ïðåäëîæåíî áðàòü íå ðàçëîæåíèå áóëåâîé ôóíêöèè â
âèäå (2), à îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå å¼ â âèäå ìèíèìàëü-
íîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.

2. Ñôîðìóëèðîâàíû ñâîéñòâà ïîíÿòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòî-
ðîâ, êîòîðûå ïîëîæåíû â îñíîâó ïîñëåäóþùåé êëàññèôèêà-
öèè. Ïðîâåäåíà èõ ôîðìàëèçàöèÿ â âèäå íåêîòîðûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé íà ñèñòåìå îáðàçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé
áóëåâîé àëãåáðû. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ äî àâ-
òîìîðôèçìîâ áóëåâîé àëãåáðû è ïîðîæäàþò ãðóïïó, äåéñòâèå
êîòîðîé íà ýòîé àëãåáðå îáðàçóåò ðàçáèåíèå àëãåáðû íà êëàñ-
ñû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçëè÷íûå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ôàê-
òîðîâ.

3. Â ñâÿçè ñ ïðîâåä¼ííûì ãðóïïîâûì àíàëèçîì âçàèìîäåéñòâèÿ
äàíû ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïðè÷èííîé âçàèìîçàâèñèìîñòè è
âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí äâóõ áèíàðíûõ ôàêòî-
ðîâ.

4. Ïîëíîñòüþ îïèñàíû âñå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ áèíàðíûõ
ôàêòîðîâ.

5. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ äåëàåò âîçìîæ-
íûì ðàñïðîñòðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ íà áîëüøåå êîëè÷åñòâî ôàê-
òîðîâ.
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ÐÅÔÅÐÀÒ

Ïàíîâ Â.Ã., Íàãðåáåöêàÿ Þ.Â.Àëãåáðàè÷åñêàÿ òðàêòîâêà äâóõ-
ôàêòîðíîé áèíàðíîé òåîðèè äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè ôàêòî-
ðàìè è áèíàðíûì îòêëèêîì (áèíàðíûé ýêñïåðèìåíò). Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à
ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðåäëîæåíà ôîðìàëèçà-
öèÿ áèíàðíîãî ýêñïåðèìåíòà â òåðìèíàõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà ýêñïåðèìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ çíà÷åíèå îòêëèêà, êîòîðîå â
ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ôîðìàëèçàöèè òðàêòóåòñÿ êàê áóëåâà ôóíêöèÿ
îò äâóõ (áóëåâûõ) ïåðåìåííûõ. Äëÿ èçó÷åíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ýêñïå-
ðèìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(ÑÄÍÔ). Âûäåëåíû ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïîíÿòèÿ ¾âçàèìîäåéñòâèÿ¿ â
áèíàðíîì ýêñïåðèìåíòå. Ýòè ñâîéñòâà ôîðìàëèçîâàíû â âèäå íåêîòîðûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íà îáðàçóþùèõ ñâîáîäíîé áóëåâîé àëãåáðû ýêñïåðèìåí-
òà, à çàòåì ïðîäîëæåíû íà âñþ áóëåâó àëãåáðó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà
ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé áóëåâîé àëãåáðû áèíàðíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïîíÿòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
â èñõîäíîì ýêñïåðèìåíòå.

Êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ â ýêñïåðèìåíòå
ïîëó÷åíà â äâà ýòàïà. Âî-ïåðâûõ, äåéñòâèå ïîñòðîåííîé ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ âûçûâàåò íåòðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñâîáîäíîé áóëåâîé àë-
ãåáðû íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
òå êëàññû îòêëèêîâ, â êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ îäèí òèï âçàèìîäåéñòâèÿ.
Âî-âòîðûõ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçàöèè òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, âîç-
íèêàþùèõ èç ðàññëîåíèÿ áóëåâîé àëãåáðû íà îðáèòû, ïðåäëîæåíî âû-
áðàòü â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ áóëåâû ôóíêöèè â âèäå
ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ. Äîêàçàíà êîððåêòíîñòü òàêîãî âûáîðà îòíîñèòåëü-
íî äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé ýêñïåðèìåíòà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ êëàññèôèêàöèÿ óòî÷íÿåò èçâåñòíóþ â
ýïèäåìèîëîãèè ýìïèðè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ îòêëèêîâ. Óòî÷íåíèå êà-
ñàåòñÿ äåìîíñòðàöèè ðîëè ñèììåòðèé ïîíÿòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ è âûäå-
ëåíèÿ ðîëè ñàìîäâîéñòâåííûõ êëàññîâ. Äàíî áîëåå êîððåêòíîå îïðåäå-
ëåíèå ïîíÿòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðè÷èí.

Ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ áè-
íàðíîãî ýêñïåðèìåíòà, èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ ñèììåòðèé êâàäðàòà. Îïè-
ñàíû ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðèÿì âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ïîðîæäàþùèì ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ áóëåâîé àëãåáðû
áèíàðíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èç òîêñèêîëîãèè, èëëþñòðèðóþùèå ðàññìîò-

ðåííûå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ.
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SUMMARY

Panov V.G., Nagrebetskaya J.V. An algebraic interpretation of
2-factor binary su�cient component cause theory.

À model of experiment with two binary factors and binary response

(binary experiment) is considered. The problem of formalization of binary

experiment is studied. On the basis of the theory of Boolean functions

a binary experiment formalization is suggested. Within this formalization

the outcome of a binary experiment is considered as a Boolean function

depending on two Boolean variables. The perfect disjunctive normal form

(PDNF) of a Boolean functions is used for a Boolean function representation.

Symmetry conditions of the concept �interaction� that should be hold in

a binary experiment, are chosen and formalized as transformations over

generators of the free Boolean algebra of binary experiment. These transfor-

mations can be extended over the total Boolean algebra. It is resulted in a

group of automorphisms of the free Boolean algebra of binary experiment.

This group expresses properties of interaction of the factors in the binary

experiment.

Classi�cation of the interaction of factors in binary experiment is ob-

tained in a few steps. Firstly, the action of the group of automorphisms

generates non-trivial partition of the Boolean algebra onto disjoint orbits.

These orbits one can treat as a set of classes of outcomes for each of which

the same type of interaction is hold. Second, for a characterization of the

interaction types, emerging from these classes, it is convenient the corres-

ponding representative of a class to be selected in the form of the minimal

DNF. The correctness of such a procedure is proven.

The Boolean function in the minimal DNF representation is selected

for each class of interaction, and their analysis is provided. It is shown

that the obtained classi�cation de�ne more exactly the known in theoretical

epidemiology empirical classi�cation of interaction types in binary experiment.

Some clari�cation concerns the role of the symmetries of the interaction in

the experiment and the importance of the self-dual classes. The more correct

de�nition of the notion of su�cient causes interaction is suggested.

Geometric notions connected with the discussed algebraic structures is

considered. It is shown that the interaction group of the binary experiment

is isomorphic to the symmetry group of the square. The geometric transfor-

mations, corresponding to the generative symmetries of interaction in the

binary experiment is described.

Epidemiological examples to all types of interaction are provided and

discussed.
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