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1. Ââåäåíèå.Øàðíèðíûì ìíîãîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ íàáîð
èç n æåñòêèõ ñòåðæíåé, ñîåäèíåííûõ ïî öèêëó øàðíèðàìè. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè è ìîæåò èçãèáàòüñÿ â ìåñòàõ
ñîåäèíåíèé, âîçìîæíî, ïåðåñåêàÿ ñàìó ñåáÿ.

Øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå ïëîñêèå ôîð-
ìû, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ åñòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ìû èçó÷àåì êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà øàðíèðíûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ìîðñà.

Äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé ìíîãîóãîëüíèêà çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ ýíåðãèè è èçó÷àþòñÿ èçãèáàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ñèëîâîì ïîëå íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå.
Ìû ðàññìàòðèâàåì øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê êàê ïëîñêèé êîí-
òåéíåð, íàïîëíåííûé ãàçîì. Ãàç ñîçäàåò äàâëåíèå íà ðåáðà ìíîãî-
óãîëüíèêà ñîãëàñíî çàêîíó Ïàñêàëÿ. Ñîâîêóïíîñòü ñèë, ïðèëîæåí-
íûõ ê ðåáðàì øàðíèðíèêà, ïîðîæäàåò íåêîòîðîå èçãèáàíèå ìíîãî-
óãîëüíèêà, êîòîðûé â èòîãå ñòàáèëèçèðóåòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ. Â ïðîöåññå èçãèáàíèÿ øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê ñòðåìèòñÿ ê
êîíôèãóðàöèÿì ñ áîëüøåé ïëîùàäüþ, òî åñòü, åãî äâèæåíèÿ îïè-
ñûâàþòñÿ ãðàäèåíòíûì ïîòîêîì ôóíêöèè ïëîùàäè.

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê óñòîé÷èâûì (ïîñëå
ìàëîãî øåâåëåíèÿ ãðàäèåíòíûé ïîòîê âîçâðàùàåò ìíîãîóãîëüíèê
â òî æå ïîëîæåíèå), òàê è íåóñòîé÷èâûì (ïîñëå ìàëîãî øåâåëåíèÿ
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ãðàäèåíòíûé ïîòîê ïåðåìåùàåò ìíîãîóãîëüíèê â íåêîòîðîå äðó-
ãîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ). Èíäåêñ Ìîðñà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(ò.å. ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìàëûõ øåâåëåíèé, ïîñëå êîòîðûõ
øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê âîçâðàùàåòñÿ â òî æå ñàìîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ìåðó óñòîé÷èâî-
ñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå äëÿ êîíôèãóðà-
öèè ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåñêîëüêî îò-
ëè÷àåòñÿ (è â íåêîòîðîì ñìûñëå, îíà êîíòðèíòóèòèâíà): äàâëåíèå
ãàçà â ðàçíûõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ êîíôèãóðàöèåé, ïðîïîðöèî-
íàëüíî èíäåêñó îáõîäà. Òàê, íàïðèìåð, â öåíòðàëüíîé ÷àñòè "çâåç-
äû"(ñì., íàïðèìåð, âòîðóþ êîíôèãóðàöèþ íà ðèñ. 9) äàâëåíèå â
äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì â ëó÷åâûõ îáëàñòÿõ òîé æå çâåçäû.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëèçóþò îïèñàííûå îáúåêòû:
Îïðåäåëåíèå 1. Øàðíèðíûì ìíîãîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ

íàáîð èç n ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë l1, l2, . . . , ln, ðå-
àëèçóåìûõ â âèäå ñòîðîí íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîíôèãóðàöèåé øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà íàçûâàåòñÿ íàáîð èç n òî÷åê íà ïëîñêîñòè P = (p1, p2, . . . , pn),
òàêèõ, ÷òî |pi, pi+1| = li. Ïðè ýòîì ïåðâûå äâå òî÷êè çàôèêñèðîâà-
íû: p1 = (0, 0) è p2 = (l1, 0). Íóìåðàöèÿ ñ÷èòàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî
åñòü, íàïðèìåð, p0 = pn, pn+1 = p1.

Ñîâîêóïíîñòü êîíôèãóðàöèé c çàôèêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè
p1 è p2 åñòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî M(L) øàðíèðíî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà (îíî ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R2n−4). Â îáùåì ñëó÷àå
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçè-
åì, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà n− 3.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè
P = (p1, p2, . . . , pn) øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L, ãäå pi = (xi, yi),
åå îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2A(P ) = (x1y2 − x2y1) + . . .+ (xny1 − x1yn).

Êîíôèãóðàöèÿ P íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé, åñëè âñå åå âåðøèíû
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà, äîêàçàííàÿ ß. Øòåéíåðîì (ñì., íàïðèìåð, â [4]) ãëà-
ñèò, ÷òî ôóíêöèÿ A äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â âûïóêëîé
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Ðèñ. 1: Ãëîáàëüíûå ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè A.

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé (òî åñòü îðèåíòèðîâàííîé ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà L. Ñëåäîâàòåëüíî, A äîñòèãàåò ìèíèìóìà â àíòèâû-
ïóêëîé (âûïóêëîé îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé) âïèñàííîé êîí-
ôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L. Àíòèâûïóêëàÿ êîíôè-
ãóðàöèÿ ñèììåòðè÷íà âûïóêëîé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (p1, p2) (ñì.
ðèñ. 1).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâÿçûâàåò ôóíêöèþ A è âïèñàííûå ìíî-
ãîóãîëüíèêè:

Òåîðåìà 1. [2] Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ïëîùàäè ïëîñ-
êîãî ïîëèãîíàëüíîãî øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñóòü âïèñàííûå
êîíôèãóðàöèè.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì.
Ïðèìåð 1. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òèïè÷íîãî ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà îäíîìåðíî. Íà íåì âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî äâà òè-
ïà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê � ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû.
Ñóùåñòâóåò äâà âèäà òèïè÷íûõ ÷åòûðåõçâåííûõ ïîëèãîíàëüíûõ
øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ:

1. Ñóììà äëèí íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé ñòîðîíû øàðíèðíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû äëèí äâóõ îñòàâøèõñÿ ñòî-
ðîí. Â ýòîì ñëó÷àå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî M(L)
íåñâÿçíî. Îíî ãîìåîìîðôíî ïàðå îêðóæíîñòåé, è íà íåì ñó-
ùåñòâóþò ÷åòûðå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Îíè ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 2 ñëåâà âìåñòå ñ èõ èíäåêñàìè Ìîðñà.
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Ðèñ. 2: Äâà òèïà êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ÷åòûðåõçâåííûõ
øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ âìåñòå ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè.

2. Ñóììà äëèí íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé ñòîðîíû øàðíèðíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà áîëüøå ñóììû äëèí äâóõ îñòàâøèõñÿ ñòî-
ðîí. Â ýòîì ñëó÷àå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî M(L)
ñâÿçíî. Îíî ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè, è íà íåì ñóùåñòâó-
þò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè (ñì. ðèñ. 2, ñïðàâà).

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â êëàññèôèêàöèè âñåõ âîçìîæ-
íûõ íàáîðîâ âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíè-
êîâ.

2. Øàðíèðíûå ïÿòèóãîëüíèêè è îñíîâíàÿ òåîðåìà. Â
äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî øàðíèðíûå ïÿòèóãîëüíè-
êè. Ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ïÿ-
òèóãîëüíèêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåí ñëåäóþùèé íàáîð óñëî-
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âèé:

1. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ãëàäêî. Óñëîâèå íåãëàäêî-
ñòè îïèñûâàåòñÿ íåíóëåâûìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Rn+ (ñì. [1]).

2. Íè îäíà èç âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-
íîé.

3. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû. Óñëîâèå íàëè÷èÿ âûðîæ-
äåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ íåíóëåâûì àíàëèòè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Rn+, êîòîðîå
ìîæíî ïîëó÷èòü èç [3], òåîðåìà 3.1.

4. Íè äëÿ êàêîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè P íå âûïîëíÿåòñÿ
δ(P ) = 0. Óñëîâèå δ(P ) = 0 îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòå-
ìîé íåíóëåâûõ àíàëèòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ïà-
ðàìåòðîâ Rn+. Â [3] â ïðåäëîæåíèè 4.1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè
îïðåäåëÿþò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ ïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

5. Íè â îäíîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè íåò ñîâïàäàþùèõ âåð-
øèí.

6. Âñå âûøåóêàçàííûå ñâîéñòâà 1�5 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ øàðíèð-
íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïîðîæäåííûõ ïîäêîíôèãóðàöèÿìè âñåõ
âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L.

Êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé "âûêèäûâàåò" èç ìíîæåñòâà âñåõ øàð-
íèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ ïóñòîé âíóòðåííî-
ñòüþ. Óñëîâèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, âñå âìåñòå îíè
òàêæå "âûêèäûâàþò" çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ ïóñòîé âíóòðåííî-
ñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííîå íàìè ìíîæåñòâî "òèïè÷íûõ"
øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â ìíîæåñòâå
âñåõ øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòàìè:

1. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ïÿ-
òèóãîëüíèêà � îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Åå ðîä îïðåäåëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó äëèíàìè ñòîðîí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ñì. [6]). Ìû ïîêàæåì â íà÷àëå §3, ÷òî äî-
ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî øàðíèðíûìè ïÿòèóãîëüíèêà-
ìè, ðåáðà êîòîðûõ óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ: a ≥ b ≥ c ≥
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d ≥ e ≥ d. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëü-
íèêîâ � îáëàñòü â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R4, îãðàíè-
÷åííàÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè b + c + d + e = a, b = a, c = b,
d = c, e = d, d = 0. Ýòà îáëàñòü ðàçðåçàíà íà êàìåðû ãè-
ïåðïëîñêîñòÿìè a + b − c − d − e = 0, a − b − c + d + e = 0,
a−b−c−d+e = 0, a−b−c+d−e = 0 è a−b+c−d−e = 0. Âíóòðè
êàæäîé êàìåðû âñå øàðíèðíûå ìíîãîóãîëüíèêè èìåþò îäèí
è òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé òèï êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê âñåõ òèïîâ êîíôèãóðàöèîííûõ
ïðîñòðàíñòâ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è íåðàâåíñòâà, çà-
äàþùèå ñîîòâåòñòâóþùóþ êàìåðó âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè.

(a) êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ñôåðà

a− b− c− d+ e > 0.

(b) êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � òîð

a− b− c− d+ e < 0 è

a− b− c+ d− e > 0.

(c) êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü ðîäà äâà

a− b− c+ d+ e > 0,

a− b− c+ d− e < 0 è

a− b+ c− d− e > 0.

(d) êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïàðà òîðîâ

a− b− c+ d+ e < 0.

(e) êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü ðîäà òðè

a+ b− c− d− e > 0 è

a− b+ c− d− e < 0.

(f) êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü ðîäà ÷å-
òûðå

a+ b− c− d− e < 0.

2. Òåîðåìà Ä. Ðîááèíñà�Â. Âàðôîëîìååâà äàåò íåêîòîðóþ îöåí-
êó ñâåðõó äëÿ êîëè÷åñòâà âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèð-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà (ñì., íàïðèìåð, [5]). Â ÷àñòíîñòè, ó ïÿ-
òèçâåííîãî øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò áûòü íå áîëåå
÷åòûðíàäöàòè âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé (ñ ó÷åòîì îðèåíòà-
öèè).
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3. Ïîñêîëüêó êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî øàðíèðíîãî ïÿ-
òèóãîëüíèêà � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, êðèòè÷åñêèå òî÷êè
íà íåì áûâàþò òðåõ òèïîâ: ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû (èíäåêñ
Ìîðñà ðàâåí 2, óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè), ëî-
êàëüíûå ìèíèìóìû (èíäåêñ Ìîðñà ðàâåí 0, íåóñòîé÷èâûå
ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè) è ñåäëîâûå òî÷êè (èíäåêñ Ìîðñà
ðàâåí 1, íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè).

4. Íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ èíâîëþöèÿ γ, ïåðåâîäÿùàÿ
êîíôèãóðàöèþ â ñèììåòðè÷íóþ åé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (p1p2).
Ýòà èíâîëþöèÿ ïåðåâîäèò âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè âî âïè-
ñàííûå, ïðè÷åì A(γ(P )) = −A(P ), à ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðàâíà äâóì, èìååìm(γ(P )) = 2−m(P ). Òî åñòü,
ýòà èíâîëþöèÿ ïåðåâîäèò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû â ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû, à ñåäëîâûå òî÷êè � â ñåäëîâûå. Òàêèì îáðàçîì,
êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ c2 íà êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå ðàâíî êîëè÷åñòâó ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ c0, à
êîëè÷åñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê c1 ÷åòíî.

5. Èç òåîðèè Ìîðñà èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî-
÷åê íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g íå ìîæåò áûòü ìå-
íåå 2g + 2. Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàâåíñòâî Ìîðñà:
c0 − c1 + c2 = 2− 2g.

Òàêèì îáðàçîì, íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå øàðíèð-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò áûëü íå ìåíåå 2g + 2, ãäå g � ðîä
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, è íå áîëåå ÷åòûðíàäöàòè êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà Ìîðñà ñëåäóåò, ÷òî
c0 + c1 + c2 = 2 − 2g + 2c1, è, ïîñêîëüêó c1 � ÷åòíîå ÷èñëî, îá-
ùåå êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñðàâíèìî ñ 2g − 2 ïî ìîäóëþ
÷åòûðå.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè � êëàññèôèêàöèÿ âñåõ âîçìîæ-
íûõ íàáîðîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà, ïðèâåäåííàÿ â òåîðåìå . Ìû äîêàæåì, ÷òî ó òèïè÷íûõ øàð-
íèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ íèêàêèå äðóãèå íàáîðû êðèòè÷åñêèõ òî-
÷åê, êðîìå óêàçàííûõ â íåé, íå âñòðå÷àþòñÿ. Îäíàêî íå óäàëîñü
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
èç ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå: èìåþùèõ ÷åòûðíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè ðîäà äâà è äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà
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ïàðå òîðîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü äîêàçàòåëüñòâà èõ ñóùåñòâîâàíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êàê îòìå÷åíî åùå â ñòàòüå Â.Âàðôîëîìååâà [7],
êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-
ñòâå î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíî ê èçìåíåíèþ äëèí øàðíèðíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà. Ê îñòàëüíûì òèïàì êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
áûëè íàéäåíû ïðèìåðû øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, èõ ðåàëèçó-
þùèå. Âñå îíè ïðèâåäåíû íèæå âìåñòå ñ èõ âïèñàííûìè êîíôèãó-
ðàöèÿìè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L � òèïè÷íûé øàðíèðíûé ïÿòèóãîëüíèê
(a, b, c, d, e), ïðè÷åì åãî ðåáðà óïîðÿäî÷åíû ïî äëèíå: a ≥ b ≥ c ≥
d ≥ e.

1. Ïóñòü a−b−c−d+e > 0. Òîãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-
ñòâî P � ñôåðà, è íà íåì åñòü ðîâíî äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì (âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí
ìèíèìóì (àíòèâûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), ñì. ðèñ. 3.1;

2. Ïóñòü a − b − c − d + e < 0 è a − b − c + d − e > 0. Òîãäà
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî P � òîð, è íà íåì åñòü
ðîâíî ÷åòûðå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè A: îäèí ìàêñè-
ìóì (âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), äâå ñåäëîâûå òî÷êè, ñì. ðèñ. 3.2;

3. Ïóñòü a − b − c + d + e > 0, a − b − c + d − e < 0 è
a − b + c − d − e > 0. Òîãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-
ñòâî P � ïîâåðõíîñòü ðîäà äâà, è íà íåì åñòü íå áîëåå
÷åòûðíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ýòîãî
òèïà ñ ðîâíî ÷åòûðíàäöàòüþ âïèñàííûìè êîíôèãóðàöèÿìè.
Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• Øåñòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì
(âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), ÷åòûðå ñåäëîâûå òî÷êè, ñì. ðèñ. 4;

• Äåñÿòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñèìóìà
(âûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ), äâà ìè-
íèìóìà (àíòèâûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôè-
ãóðàöèÿ), øåñòü ñåäëîâûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 5;

• ×åòûðíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: òðè
ìàêñèìóìà (âûïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîí-
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ôèãóðàöèè), òðè ìèíèìóìà (àíòèâûïóêëàÿ è äâå ñà-
ìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîíôèãóðàöèè), âîñåìü ñåäëîâûõ òî-
÷åê.

4. Ïóñòü a−b−c+d+e < 0. Òîãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-
ñòâî P � ïàðà òîðîâ, è íà íåì ìîæåò áûòü íå áîëåå äâå-
íàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ýòîãî òèïà ñ
ðîâíî äâåíàäöàòüþ âïèñàííûìè êîíôèãóðàöèÿìè. Âîçìîæ-
íû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• Âîñåìü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñèìóìà
(âûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèè), äâà ìè-
íèìóìà (àíòèâûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôè-
ãóðàöèè), ÷åòûðå ñåäëîâûå òî÷êè, ñì. ðèñ. 6;

• Äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: òðè ìàê-
ñèìóìà (âûïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîíôèãó-
ðàöèè), òðè ìèíèìóìà (âûïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþ-
ùèÿñÿ êîíôèãóðàöèè), øåñòü ñåäëîâûõ òî÷åê.

5. Ïóñòü a + b − c − d − e > 0 è a − b + c − d − e < 0. Òîãäà
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî P � ïîâåðíîñòü ðîäà òðè,
è íà íåì ìîæåò áûòü íå áîëåå äâåíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• Âîñåìü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì
(âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), øåñòü ñåäëîâûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 7;

• Äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñè-
ìóìà (âûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ êîíôèãóðàöèè),
äâà ìèíèìóìà (àíòèâûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ
êîíôèãóðàöèè), âîñåìü ñåäëîâûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 8.

6. Ïóñòü a + b − c − d − e < 0. Òîãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðî-
ñòðàíñòâî P � ïîâåðíîñòü ðîäà ÷åòûðå,è íà íåì ìîæåò
áûòü íå áîëåå ÷åòûðíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Âîçìîæ-
íû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• Äåñÿòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì
(âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), âîñåìü ñåäëîâûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 9;
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Ðèñ. 3: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà
(1;0.26;0.25;0.25;0.25) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ñôåðà)
è øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (1;0.35;0.35;0.35;0.01) (êîíôèãóðà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî � òîð).

• ×åòûðíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàê-
ñèìóìà (âûïóêëàÿ è çâåçäîîáðàçíàÿ êîíôèãóðàöèè), äâà
ìèíèìóìà (àíòèâûïóêëàÿ è çâåçäîîáðàçíàÿ êîíôèãóðà-
öèè), äåñÿòü ñåäëîâûõ òî÷åê, ñì. ðèñ. 10.

Íèæå ìû ïðèâîäèì íàéäåííûå ïðèìåðû ïÿòèóãîëüíèêîâ. Íà
ðèñ. 3�10 èçîáðàæåíû èõ êðèòè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè. Âïèñàííûå
êîíôèãóðàöèè èçîáðàæåíû ìàñøòàáèðîâàííî � â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè ðàäèóñû èõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû. Êàæäàÿ èçîá-
ðàæåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì êîíôè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå â ïàðå ñ êîíôèãóðàöèåé, ñèììåòðè÷íîé
åé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (p1p2). Ïîä êàæäîé êîíôèãóðàöèåé óêàçàí
åå èíäåêñ Ìîðñà. Èíäåêñ êîíôèãóðàöèè, ñèììåòðè÷íîé åé, âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå m(γ(P )) = 2−m(P ). Ñòðåëêîé îòìå÷åíî ðåáðî
p1p2.
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Ðèñ. 4: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà (1;
0.9; 0.9; 0.45; 0.4) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü
ðîäà äâà).

Ðèñ. 5: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà
(1;0.98; 0.98;0.499; 0.499) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïî-
âåðõíîñòü ðîäà äâà).

Ðèñ. 6: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà (1;
1; 1; 0.1; 0.07) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïàðà òîðîâ).
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Ðèñ. 7: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà
(1;0.98;0.5;0.5;0.5) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü
ðîäà òðè).

Ðèñ. 8: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà
(1;0.98;0.97;0.5;0.5) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõ-
íîñòü ðîäà òðè).
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Ðèñ. 9: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà
(1;1;0.8;0.8;0.8) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü
ðîäà ÷åòûðå).

Ðèñ. 10: Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà
(1;0.9;0.8;0.8;0.7) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü
ðîäà ÷åòûðå).
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Ðèñ. 11: P è P ′ îòëè÷àþòñÿ íà ïåðåñòàíîâêó.

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî äîêà-
æåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî øàðíèðíûå ïÿòè-
óãîëüíèêè ñ óïîðÿäî÷åííûìè ïî äëèíå ðåáðàìè.

Ïóñòü äâà øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêà L1 è L2 îòëè÷àþòñÿ íà
ïåðåñòàíîâêó, òî åñòü, L1 = σL2, ãäå σ � ýëåìåíò ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû Sn. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ϕσ ìåæäó âïèñàí-
íûìè êîíôèãóðàöèÿìè ó L1 è L2. Îíà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü äàíà âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ P øàðíèðíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà L è íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn. ×òîáû ïîëó÷èòü
ϕσ(P ), âîçüìåì îêðóæíîñòü òîãî æå ðàäèóñà, ÷òî ó P , è áóäåì
"âûêëàäûâàòü" íà íåé ðåáðà L â íóæíîì ïîðÿäêå è ñ òîé æå îðè-
åíòàöèåé, ÷òî îíè èìåþò â P . Ïîñêîëüêó öåíòðàëüíûå óãëû αi
ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì óãëàì â P , ó íàñ ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòàÿ
âïèñàííàÿ ëîìàíàÿ. Ýòî è áóäåò ϕσ(P ) (â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñì.
ðèñ. 11).

Óòâåðæäåíèå 1. [3] Áèåêöèÿ ϕσ ñîõðàíÿåò èíäåêñ Ìîðñà,
çíà÷åíèå ôóíêöèè A, ðàäèóñ r è êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàííûõ ðåáåð e.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü L � òèïè÷íûé øàðíèðíûé ïÿòè-

óãîëüíèê. Íîìåð êàìåðû, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò L è ÷èñëî ëî-
êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè A íàM(L) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
÷èñëî âñåõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ñåäëîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèè A íàM(L).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî øàðíèð-

íîãî ïÿòèóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ ÷èñëàìè
Áåòòè β0, β1 è β2, è ïóñòü íà íåì åñòü c2 ëîêàëüíûõ ìàêñèìó-
ìîâ ôóíêöèè A. Òîãäà íà ýòîì êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò ðîâíî c0 = c2 ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ôóíêöèè A (çåð-
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êàëüíûõ îòðàæåíèé ìàêñèìóìîâ), à êîëè÷åñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê c1
âû÷èñëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà Ìîðñà:

c0 − c1 + c2 = β0 − β1 + β2.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó îáùåå êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðíàäöàòè, èìååì

4c2 − β0 + β1 − β2 ≤ 14,

òî åñòü,

c2 ≤
14 + β0 − β1 + β2

4
.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ äëÿ êàæäîãî
èç òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íå ïðå-
âîñõîäèò ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé:

� 1 2 3 4 5 6
β0 1 1 1 2 1 1
β1 0 2 4 4 6 8
β2 1 1 1 2 1 1

maxc2 4 3 3 4 2 2

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
òèïà 4 � ïàðå òîðîâ � äîëæíî áûòü õîòÿ áû äâà ëîêàëüíûõ ìàê-
ñèìóìà (ïî îäíîìó íà êàæäîì òîðå).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî íî-
âûõ îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü P � âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ øàðíèðíîãî
ïÿòèóãîëüíèêà L. Òîãäà îáîçíà÷èì:

O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî P îêðóæíîñòè.
αi � ïîëîâèíà óãëà ìåæäó

−−→
Opi è

−−−→
Opi+1. Óãîë âñåãäà îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûé, íå ó÷èòûâàÿ îðèåíòàöèè.
Âïèñàííóþ êîíôèãóðàöèþ P íàçîâåì öåíòðàëüíîé, åñëè îäíî

èç åå ðåáåð ïðîõîäèò ÷åðåç O. Äëÿ íåöåíòðàëüíîé êîíôèãóðàöèè
îáîçíà÷èì ÷åðåç εi îðèåíòàöèþ ðåáðà (pipi+1) îòíîñèòåëüíî òî÷êè
O, òî åñòü,

• εi = 1, åñëè òðåóãîëüíèê
(pi, pi+1, O) îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî;
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• εi = −1, åñëè òðåóãîëüíèê
(pi, pi+1, O) îðèåíòèðîâàí îòðèöàòåëüíî.

Åñëè εi = 1, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî (pi, pi+1) îðèåíòèðî-
âàíî ïîëîæèòåëüíî, åñëè æå εi = −1, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî
(pi, pi+1) îðèåíòèðîâàíî îòðèöàòåëüíî.

Òàêæå äëÿ íåöåíòðàëüíîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè P , ïîëî-
æèì

δ(P ) =

n∑
i=1

εi tgαi.

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí M êîíôèãóðàöèè
P . Ñîåäèíèì ýòè âåðøèíû îòðåçêàìè ïî öèêëó â ïîðÿäêå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì èõ íóìåðàöèè â P . Ïîëó÷èâøóþñÿ êîíôèãóðàöèþ íåêî-
òîðîãî øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà áóäåì íàçûâàòü ïîäêîíôèãó-
ðàöèåé êîíôèãóðàöèè P , ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäìíîæåñòâó âåðøèí
M .

Ïóñòü äàí øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê L. Åãî èçãèáàíèåì íàçî-
âåì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé â êîí-
ôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâîM(L).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [8], äàåò îïèñàíèå âñåõ âîç-
ìîæíûõ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè A:

Òåîðåìà 3. [8] Ïóñòü P � âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ òèïè÷-
íîãî øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êîíôèãó-
ðàöèè P âåðíî εi = 1 ïðè 1 ≤ i ≤ e(P ). Åñëè æå ýòî íå òàê,
ïðèìåíèì ê P ïîäõîäÿùóþ ïåðåñòàíîâêó ðåáåð ϕσ (ñì. óòâåð-
æäåíèå 1), òàê, ÷òîáû â ϕσ(P ) óêàçàííîå óñëîâèå âûïîëíÿëîñü.
Òîãäà P ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè îðèåí-
òèðîâàííîé ïëîùàäè A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
êîíôèãóðàöèåé îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ òèïîâ:

1. P � âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ (Ðèñ. 12.1).

2. P ñîñòîèò òîëüêî èç îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðå-
áåð, è ïðè ýòîì êàæäûå äâà ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ (Ðèñ. 6.2).

3. Îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ (Ðèñ. 12.3):

• êàæäûå äâà îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðà ïå-
ðåñåêàþòñÿ;
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Ðèñ. 12: Ìàêñèìóìû ôóíêöèè A.

• ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà íå ïåðåñåêàþò
äðóã äðóãà;

• íè îäíî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî íå ïåðå-
ñåêàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî.

4. Îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ÷åòûðå óñëîâèÿ (Ðèñ. 12.4):

• δ(P ) > 0;

• ëþáûå äâà îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðà ïåðå-
ñåêàþò äðóã äðóãà;

• ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà íå ïåðåñåêàþò
äðóã äðóãà;

• ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ïåðå-
ñåêàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà.

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ P øàð-

íèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíî ìàêñèìóìà
ôóíêöèè A. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ i è j ðåáðî lj îðèåíòèðîâàíî
ïîëîæèòåëüíî, à ðåáðî li � îòðèöàòåëüíî (ò. å. εi < 0, εj > 0),
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Ðèñ. 13: Íå ïåðåñåêàþùèåñÿ äëèííîå îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàí-
íîå è êîðîòêîå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðà ôîðìèðóþò
ïîäêîíôèãóðàöèþ�ìèíèìóì.

Ðèñ. 14: Ïåðåñåêàþùèåñÿ êîðîòêîå îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàí-
íîå è äëèííîå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðà ôîðìèðóþò
ïîäêîíôèãóðàöèþ�ìèíèìóì.
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è ýòè ðåáðà íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, òî åñòü |i − j| > 1. Â òà-
êîì ñëó÷àå ðåáðà li è lj ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
li > lj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî.

1. Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ P � ìàêñèìóì, εi < 0, εj > 0, ðåáðà
(pi, pi+1) è (pj , pj+1) íå ïåðåñåêàþòñÿ, è li > lj . Ðàññìîòðèì
÷åòûðåõçâåííóþ ïîäêîíôèãóðàöèþ Q = (pi, pi+1, pj , pj+1).
Îíà ìîæåò áûòü ëèáî àíòèâûïóêëîé êîíôèãóðàöèåé, ëèáî ñà-
ìîïåðåñåêàþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé ñ ïîëîæèòåëüíîé ïëîùà-
äüþ (ñì. ðèñ. 13). Îáå ýòè êîíôèãóðàöèè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíû-
ìè ìèíèìóìàìè (ñì. ïðèìåð 1). Áóäåì èçãèáàòü P òàê, ÷òîáû
ïîäêîíôèãóðàöèè (p1, p2, . . . , pi, pj+1, . . . , pn) è (pi+1, pj+2, . . . , pl)
äâèãàëèñü êàê åäèíûå æåñòêèå êîíñòðóêöèè. Òàêîå èçãèáàíèå
P (t) èçìåíÿåò ïëîùàäü êîíôèãóðàöèè P ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

A(P (t)) = A(Q(t)) + const,

ãäå Q(t) � íåêîòîðîå èçãèáàíèå êîíôèãóðàöèè Q. Ïîñêîëüêó
Q ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, òî ëþáîå åå èçãèáàíèå
óâåëè÷èâàåò åå ïëîùàäü. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò èçãèáà-
íèå, óâåëè÷èâàþùåå ïëîùàäü P , è, ñëåäîâàòåëüíî, P íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì.

2. Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ P � ìàêñèìóì, εi < 0, εj > 0, ðåáðà
(pi, pi+1) è (pj , pj+1) ïåðåñåêàþòñÿ è li < lj . Ðàññìîòðèì ÷å-
òûðåõçâåííóþ ïîäêîíôèãóðàöèþ Q = (pi, pi+1, pj , pj+1). Îíà
ÿâëÿåòñÿ ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ïëîùàäüþ (ñì. ðèñ. 14). Ýòà êîíôèãóðàöèÿ � ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì (ñì. ïðèìåð 1), è ëþáîå åå èçãèáàíèå óâåëè-
÷èâàåò åå ïëîùàäü. Ñíîâà, áóäåì èçãèáàòü êîíôèãóðàöèþ P ,
çàôèêñèðîâàâ ïîäêîíôèãóðàöèè (p1, p2, . . . , pi, pj+1, . . . , pn) è
(pi+1, pj+2, . . . , pl). Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ìû ïîëó÷èì èçãèáà-
íèå, óâåëè÷èâàþùåå ïëîùàäü P , è, ñëåäîâàòåëüíî, P íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èç óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè P � âïèñàííàÿ êîíôèãóðà-

öèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ìàêñèìóìîì òèïà 4, òî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàííîå ðåáðî, ïåðåñåêàþùåå âñå îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå
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Ðèñ. 15: Ìàêñèìóìû ôóíêöèè A ó ïÿòèóãîëüíèêîâ.

ðåáðà, � ñàìîå äëèííîå ðåáðî øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Â ñà-
ìîì äåëå, îíî äëèííåå ëþáîãî ïåðåñåêàþùåãî åãî îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà, à ýòî âñå ðåáðà, êðîìå ñîñåäíèõ ñ íèì.
Äîêàçàòü, ÷òî îíî òàêæå äëèííåå ñîñåäíèõ ñ íèì ðåáåð, ìîæíî, ïå-
ðåñòàâèâ ìåñòàìè ðåáðà â ìíîãîóãîëüíèêå (ñì. óòâåðæäåíèå 1). Â
òî æå âðåìÿ âñå îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà
êîðî÷å ëþáîãî îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà êîíôèãóðà-
öèè.

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî 6 êîì-
áèíàòîðíûõ òèïîâ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà. Âñå îíè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 15. Òèïû a è b � âûïóêëûå
êîíôèãóðàöèè. Îíè ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè ìàêñèìóìàìè îðèåí-
òèðîâàííîé ïëîùàäè, è ðîâíî îäíà èç íèõ ñóùåñòâóåò ó êàæäîãî
øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Îñòàëüíûå ÷åòûðå òèïà ÿâëÿþòñÿ ëî-
êàëüíûìè ìàêñèìóìàìè.

Óòâåðæäåíèå 4. Ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû òèïà e è f íå
âñòðå÷àþòñÿ ó øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ òèïà 1 è 2.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì, ÷òî åñëè ó øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà (a, b, c, d, e) ñóùåñòâóåò âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ òèïà e èëè
f , òî ó øàðíèðíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà (a, b, c, d) ñóùåñòâóåò âïè-
ñàííàÿ ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ.

Ïóñòü äàíà êîíôèãóðàöèÿ òèïà f . "Ðàçðåæåì" åå â âåðøèíå
p1 è íà÷íåì óâåëè÷èâàòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè, â êîòîðóþ âïèñàíà
êîíôèãóðàöèÿ, îñòàâëÿÿ âåðøèíû íà íåé è ñîõðàíÿÿ äëèíû ðå-
áåð. Â êàêîé-òî ìîìåíò ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñòàíåò ðàâíûì ðàäèóñó
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè (a, b, c).
Â ýòîò ìîìåíò âåðøèíû p1 è p4 ñîâïàäóò. Äî ýòîãî íàéäåòñÿ ìî-
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Ðèñ. 16: Ðàäèóñ îêðóæíîñòè èçìåíÿåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê âåðøèíû
îñòàþòñÿ íà íåé.) (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü
ðîäà ÷åòûðå)

ìåíò, â êîòîðûé ñîâïàëè âåðøèíû p1 è p5.
Òåïåðü ïóñòü äàíà êîíôèãóðàöèÿ òèïà e. "Ðàçðåæåì"åå â âåð-

øèíå p1 è íà÷íåì óìåíüøàòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè, â êîòîðóþ âïè-
ñàíà êîíôèãóðàöèÿ, îñòàâëÿÿ âåðøèíû íà íåé (ñì. ðèñ 16). Ýòî
ìîæíî äåëàòü, ïîêà äèàìåòð îêðóæíîñòè íå ìåíüøå äëèíû ìàêñè-
ìàëüíîãî ðåáðà. Åñëè äî ýòîãî âåðøèíû p1 è p5 íè ðàçó íå ñîâïàëè,
òî ïîñëå òîãî, êàê äèàìåòð îêðóæíîñòè ñòàë ðàâåí a, à ðåáðî a ñòà-
ëî äèàìåòðîì, íà÷íåì óâåëè÷èâàòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îñòàâëÿÿ
âåðøèíû íà íåé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåáðî a ñòàëî ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûì. Ñíîâà, ðàíî èëè ïîçäíî âåðøèíû p1 è p4 ñîâ-
ïàäóò, à çíà÷èò, äî ýòîãî â êàêîé-òî ìîìåíò ñîâïàëè âåðøèíû p1 è
p5.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èëè âïèñàííóþ ñà-
ìîïåðåñåêàþùóþñÿ êîíôèãóðàöèþ øàðíèðíîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà (a, b, c, d). Îíà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü êîãäà a + d < b + c
(ñì. ïðèìåð 1). Ýòî íåðàâåíñòâî íåñîâìåñòèìî ñ íåðàâåíñòâîì
a− b− c+ d− e > 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ øàðíèðíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ òèïà 1 è 2.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 5. Ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû òèïà c è d íå ìîãóò
áûòü ó øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ òèïà 1, 2, 3 è 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â êîíôèãóðàöèÿõ
òèïà c è d ðåáðî a ñòÿãèâàåò ìåíüøóþ äóãó, ÷åì ñóììà äóã, ñòÿãè-
âàåìûõ ðåáðàìè e è d, òî äëÿ íèõ âåðíî a < e+d. Ýòî íåðàâåíñòâî
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íåñîâìåñòèìî ñ íåðàâåíñòâîì a − b + c − d − e > 0, êîòîðîå âåðíî
äëÿ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òèïà 1, 2, 3 è 4.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, ó øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òèïà 1 è 2 íåò
ìàêñèìóìîâ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè, êðîìå ãëîáàëüíûõ.

Îáúåäèíèì âñå âûøåñêàçàííîå â òàáëèöó, ãäå ïî ãîðèçîíòàëè
ïåðå÷èñëåíû âñå òèïû øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, ïî âåðòèêàëè
� òèïû ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ èõ ïëîùàäè, à â ÿ÷åéêàõ óêàçàíà
âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ ìàêñèìóìà äàííîãî òèïà ó ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà:

� 1 2 3 4 5 6
a èëè b + + + + + +

c − − − − + +
d − − − − + +
e − − + + − −
f − − + + − −

Ýòà òàáëèöà âêóïå ñ èíôîðìàöèåé î ìàêñèìàëüíîì âîçìîæ-
íîì êîëè÷åñòâå ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå êàæäîãî òèïà äàåò òåîðåìó 1.

4. Çàêëþ÷åíèå. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè âîçìîæ-
íûõ íàáîðîâ âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíè-
êîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàò Â.Â. Âàðôîëîìååâà î òî-
ïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ òè-
ïè÷íûõ øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, òåîðåìà Ä. Ðîááèíñà�Â. Âàð-
ôîëîìååâà äàþùàÿ îöåíêó ñâåðõó äëÿ êîëè÷åñòâà âïèñàííûõ êîí-
ôèãóðàöèé øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à òàêæå ðåçóëüòàòû àâòî-
ðà, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèè îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè,
êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûå êîíôèãóðà-
öèè øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Â òåîðåìå 1 ïðèâåäåíà ïîëó÷åííàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ
íàáîðîâ âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ.
Ýòà êëàññèôèêàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îäèííàäöàòü òèïîâ øàðíèð-
íûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ. Ê äåâÿòè èç ýòèõ òèïîâ íà ðèñ. 3-10 ïðèâåäå-
íû ïðèìåðû øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, èõ ðåàëèçóþùèå. Îäíà-
êî èç-çà ÷óâñòâèòåëüíîñòè âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé ê èçìåíåíè-
ÿì äëèí ñòîðîí ïÿòèóãîëüíèêîâ äëÿ äâóõ òèïîâ øàðíèðíûõ ïÿòè-
óãîëüíèêîâ � èìåþùåãî ÷åòûðíàäöàòü âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé
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è ïîâåðõíîñòü ðîäà äâà â êà÷åñòâå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è èìåþùåãî äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïàðó òîðîâ â
êà÷åñòâå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà � íå óäàëîñü íè íàéòè
ïðèìåðû, íè äàæå äîêàçàòü èõ ñóùåñòâîâàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ ýòèõ
äâóõ òèïîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.
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ÐÅÔÅÐÀÒ

Æóêîâà À.Ì. Âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà.

Ìû èçó÷àåì øàðíèðíûå ìíîãîãîëüíèêè L ñ äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè
âåðøèíàìè è èõ èçãèáàíèÿ íà ïëîñêîñòè ñ ðàçðåøåííûìè ñàìîïåðåñå÷å-
íèÿìè. Íåôîðìàëüíî, øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïîíèìàòü êàê
íàáîð èç n æåñòêèõ ðåáåð, ñîåäèíåííûõ ïî öèêëó øàðíèðàìè, âðàùåíèÿ
êîòîðûõ îáåñïå÷èâàþò èçãèáàíèÿ øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ìû îïðåäåëÿåì äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ýíåðãèè (ôóíêöèþ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè

A(P ) êîíôèãóðàöèè P ) è èçó÷àåì ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ øàðíèðíîãî
ìíîãîãîëüíèêà.

Åñòåñòâåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ ýòîé ôèçè÷åñêîé ñèòóà-
öèè äàåò òåîðèÿ Ìîðñà. Ôóíêöèÿ A â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Ìîðñà íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå M(L) øàðíèðíîãî ìåõàíèç-
ìà L. Èíäåêñ Ìîðñà êðèòè÷åñêîé òî÷êè (ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ) ìîæíî
ïîíèìàòü êàê íåêîòîðóþ ìåðó óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ôóíêöèè A ÿâëÿþòñÿ âïè-
ñàííûìè êîíôèãóðàöèÿìè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (ò. å. êîíôèãó-
ðàöèÿìè, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè). Ñóùåñòâó-
åò ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ èíäåêñà Ìîðñà ïðîèçâîëüíîé êðèòè÷åñêîé
òî÷êè A. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êëàññèôèêàöèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ëî-
êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ A.

Â äàííîé ðàáîòå ìû äàåì ïîëíûé ñïèñîê âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ
âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà.
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SUMMARY

Zhukova A. Sets of cyclic con�gurations of a pentagonal linkage.

We study polygonal linkages L with two �xed vertices and their �exes
on a plane with allowed self-intersections. Informally, polygonal linkage can
be understood as n rigid bars, connected by links in a cycle. Rotations of
these links provide �exes of the whole linkage.

We determine for every con�guration of a polygonal linkage a certain
energy function (a signed area A(P ) of a con�guration P ) and study equilibrium
con�gurations of a polygonal linkage.

The natural mathematical framework for this physical situation is the
Morse theory. The function A(P ) is generically a Morse function on the
con�guration space M(L) of a linkage L. The Morse index of a critical
point (equilibrium shape) can be understood as some measure of stability of
an equilibrium shape.

It is known, that the equilibrium shapes of A are the cyclic con�gurations
of a polygonal linkage (i.e. the con�gurations which have all vertices lie on
a circle). There exist a formula for Morse index of a critical point of A.
Additionally, there is a classi�cation of all possible maxima of A.

In this framework, we give a list of all possible sets of cyclic con�gurations
a typical pentagonal linkage.
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