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Вальтман Н.А., Тулупьев А.Л. Направленный цикл байесовской сети
доверия с многозначными случайными элементами.
Аннотация. В работе осуществлено обобщение известного преобразования
направленного цикла в БСД со случайными бинарными элементами в узлах в
цепь фрагментов знаний алгебраической байесовской сети на более общий ма-
тематический объект — случайные многозначные элементы в узлах исходного
цикла. В предположении, что случайные многозначные элементы представле-
ны в виде конъюнкций случайных бинарных элементов, обобщенное преобра-
зование состоит из тех же шагов, что и его исходный вариант: на основе тен-
зоров условных вероятностей формируется стохастическая матрица; последо-
вательно вычисляется произведение стохастических матриц, которое само по
себе тоже будет стохастической матрицей; вычисляется собственный вектор
последней матрицы, соответствующий собственному числу 1, причем из воз-
можных собственных векторов выбирается стохастический; выбранный вектор
представляет собой маргинальное распределение означиваний одного из узлов
цикла — на его основе вычисляются маргинальные распределения вероятно-
стей означиваний других узлов и маргинальные распределения совместных
вероятностей означиваний пар соседних узлов; на основе набора совместных
вероятностей формируется цикл фрагментов знаний АБС, наконец, последний
цикл преобразуется в цепь фрагментов знаний АБС.
Ключевые слова: байесовская сеть, направленный цикл, случайный элемент.

Valtman N.A., Tulupyev A.L. A Bayesian belief network directed cycle with
multinomial random variables.
Abstract. The paper generalizes the transformation of a directed cycle in Bayesian
belief networks (BBN) with binary random variables into a knowledge patterns
chain in algebraical Bayesian networks (ABN) for the case of multivariate random
variables. Under the assumption that multivariate random variables are represented
with binary random variables conjuncts, the generalized transformation consists of
the same steps as the original one. First, we form stochastic matrices that corre-
spond to conditional probability tensors in the cycle nodes. Then we calculate the
product of the matrices and find out the stochastic eigen-vector of the product
result. The eigen-vector represents the probabilistic distribution of cycle node ran-
dom variable assignments. Later on, this distribution is used in calculations of joint
distributions for random variables assignments in couples of neighboring nodes. Fi-
nally, an ABN knowledge patterns cycle is constructed with the set of latter joint
distributions, and then an ABN knowledge pattern chain is constructed with the
latter cycle. The method for the chain reconciliation is known.
Keywords: directed cycle, Bayesian network, random variable.
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1. Введение. Преобразование циклов в байесовских сетях до-
верия (БСД) [12,14,16,17,19] в семантически эквивалентные струк-
туры из теории алгебраических байесовских сетей (АБС) открыва-
ет возможность их дальнейшей обработки, в том числе позволяет
сформулировать задачу проверки непротиворечивости исходного
цикла и решить её уже известными методами. В [7, 8, 12, 14] рас-
смотрены способы проверки непротиворечивости данных алгебра-
ических байесовских сетей и отдельных фрагментов знаний. По-
этому сведение направленных циклов в байесовских сетях дове-
рия к циклам фрагментов знаний и цепям фрагментов знаний —
частным случаям алгебраических байесовских сетей — позволит
предложить подход к автоматизации поставленной выше задачи.
Обработка направленных циклов оценивается как важная и акту-
альная задача [18].

Цель данной работы заключается в анализе направленных цик-
лов байесовской сети доверия с многозначными случайными эле-
ментами на основе обобщения матрично-векторных уравнений, ко-
торые были предложены ранее для работы с направленными цик-
лами с бинарными случайными элементами [10].

В [9, 10, 12, 14] изначально полагается, что направленный цикл
в байесовской сети доверия является в первую очередь направлен-
ным графом, причем этот граф состоит из узлов, в которых рас-
положено по одному литералу, и ребер, соединяющих узлы так,
что все они входят в один направленный цикл. Кроме того, каж-
дому узлу приписаны тензоры условных вероятностей. Речь идет
о вероятностях литерала принять то или иное означивание в за-
висимости от означивания литерала в узле-родителе. Пример на-
правленного БСД-цикла с бинарными (булевскими) случайными
элементами представлен на рис. 1. Пример такого цикла с много-
значными случайными элементами приведен на рис. 2.

Литералы, стоящие в узлах цикла с случайными бинарными
элементами, обозначим x̃i (x̃i может принимать значения xi и x̄i),
где

i ∈ 0(1)(k − 1),

а k — число узлов в цикле.
2. Ранее полученные результаты. Для байесовских сетей

доверия с бинарными случайными элементами (т.е. сетей, где ли-
тералы принимают только два значения) был получен алгоритм
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Рис. 1: Пример направленного цикла в БСД с бинарными случай-
ными элементами.
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Рис. 2: Пример направленного цикла в БСД с многозначными слу-
чайными элементами.
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оценки непротиворечивости направленного цикла на основе вектор-
но-матричных соотношений. Более подробно можно ознакомиться
с ним в монографиях и статьях [1–6,9–14,20]. Представим основные
результаты.

Тензор условных вероятностей, стоящий в узле xi, имеет вид
p(x̃i|x̃j), где индекс j предшествует i в цикле байесовской сети.
Как правило, j = i − 1, но для i = 0 предшествующим индексом
будет j = k − 1. Для удобства будем считать i = k и i = 0, где
k — количество узлов цикла, одним и тем же значением индекса,
что влечет, например, совпадение x0 = xk. Более того, поскольку
цикл замыкается, удобно рассматривать индексы (номера) узлов,
которые больше k; будем считать, что они ссылаются на тот узел,
«исходный» номер которого совпадает с остатком от целого деле-
ния такого индекса на число k.

Тензор условных вероятностей p(x̃i|x̃j) состоит из четырех ве-
личин: p(xi|xj) и p(x̄i|xj), p(xi|x̄j) и p(x̄i|x̄j). Набор указанных че-
тырех значений однозначно определяется всего двумя величинами
p(xi|xj) и p(xi|x̄j).

Для использования в дальнейшем определим величины ri как
разность условных вероятностей

ri = p(xi|xj)− p(xi|x̄j).

Теперь можно перейти к самому методу. Все матрицы, исполь-
зуемые в нём, являются стохастическими. Этот термин заимство-
ван из теории марковских цепей [15] и в данном случае означает,
что сумма элементов в каждом столбце равна 1, а все элементы —
неотрицательны.

Пусть

π0 =

(
π

1− π

)
=

(
p(x0)

1− p(x0)

)
,

πi =

(
p(xi)

1− p(xi)

)
,

Wj =

(
p(xi|xj) p(xi|x̄j)
p(x̄i|xj) p(x̄i|x̄j)

)
=

=

(
p(xi|xj) p(xi|x̄j)

1− p(xi|xj) 1− p(xi|x̄j)

)
.
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Матрица W получена как произведение матриц Wj :

W = Wk−1 ×Wk−2 × · · · ×W1 ×W0.

Главным результатом является равенство

(W −E)π0 = 0. (1)

Зная вероятность положительного означивания хотя бы одного
элемента цикла, можно вычислить вероятность его отрицания и
соответственно вектор π. Пусть известно p(xi), тогда p(x̄i) = 1 −

p(xi), а соответственно вектор πi =

(
p(xi)

1− p(xi)

)
.

При известном π0

πj = Wj−1 ×Wj−2 × · · · ×W1 ×W0 × π0.

Таким образом, из равенства (1) видно, что π0 является соб-
ственным вектором матрицы W, соответствующим собственному
числу 1 [15]. Из этого равенства с условиями π0 ≥ 0 и π0 — сто-
хастический вектор можно однозначно найти π0, кроме случаев,
когда матрица W равна E. Это возможно, только когда для ∀k
либо Wk = E, либо Wk = Ē, где

Ē =

(
0 1
1 0

)
, (2)

при этом Wk = Ē встречается чётное число раз.
3. Обобщение результатов. В работах [1–6,9–14,20] уже рас-

сматривался метод сведения циклов в бинарных байесовских сетях
доверия к алгебраическим байесовским сетям. Сейчас мы рассмот-
рим случай многозначных случайных элементов в БСД. Предпо-
лагаем, не умаляя общности, что число означиваний каждой пе-
ременной в БСД равно 2n. Каждый литерал xi может принимать
означивания из множества Vi = {x1i , x2i , . . . , x2

ni

i }. Таким образом,
литералы xi принимают 2ni возможных значений из множества
Vi и вместо них можно рассматривать означивания идеала конъ-
юнктов бинарных переменных {yi1, yi2, . . . , yin}. Число означива-
ний из множества Vi совпадает с числом означиваний Ỹ , поэто-
му позже вместо xi будем использовать множество означиваний
квантов Ỹ . Для этого представим два бинарных отношения: одно
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из множества значения переменной xi в числа от 1 до 2ni , второе
из множества чисел от 1 до 2ni во множество квантов перемен-
ных {yi1, yi2, . . . , yini}. В первом случае это просто любое перену-
мерование возможных значений. Во втором случае используется
алгоритм перенумерования квантов, представленный в моногра-
фиях [7, 12, 14]. Он заключается в следующем: каждому элемен-
ту сначала сопоставляется число в двоичной системе счисления
по принципу: если элемент yj входит в квант с пололжительным
означиванием, тогда на j-ом месте стоит 1, в ином случае — 0,
после это число переводится в десятичное. Указанный подход поз-
воляет установить биективное соответствие между означиванием
случайного многозначного элемента x̂i и означиванием случайной
бинарной последовательности Yi. В свою очередь, ниже это позво-
лит сопоставить двум смежным узлам x̂i и x̂j (Yi и Yj) исходного
БСД-цикла фрагмент знаний АБС, образованный над YiYj .

Сначала рассмотрим случай, когда в узлах цикла стоят случай-
ные многозначные элементы вида x̂i.

В случае байесовской сети доверия с многозначными случайны-
ми элементами её однозначно определяет следующий набор векто-
ров и матриц

π0 =


p(x0 = x10)
p(x0 = x20)

...
p(x0 = xn0

0 )

 ,

πi =


p(xi = x1i )
p(xi = x2i )

...
p(xi = xni

i )

 ,

Wj =


p(x1i |x1j ) p(x1i |x2j ) . . . p(x1i |x

nj

j )

p(x2i |x1j ) p(x2i |x2j ) . . . p(x2i |x
nj

j )
...

...
. . .

...
p(xni

i |x1j ) p(x1i |x2j ) . . . p(xni
i |x

nj

j )

 .

Таким образом, как и раньше при известных распределениях
вероятностей π0 хотя бы одного узла можно вычислить вероятно-
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сти для остальных вершин цикла:

πj = Wj−1 ×Wj−2 × · · · ×W1 ×W0 × π0.

Для проверки корректности необходимо убедиться в законно-
сти умножения матриц и в правильном результате. Матрица Wi

обозначает переход от вероятностей πi к πi+1, причём её размер-
ность равна ni × ni+1. Соответственно матричное умножение кор-
ректно и в результате даёт то, что требуется. Заметим, что при
известном вероятностном распределении для какого-нибудь узла
становятся известны вероятности не только всех остальных узлов,
но и совместные распределения пар соседних слуайных многознач-
ных элементов. Для этого можно воспользоваться определением
условной вероятности

p(xrjx
s
i ) = p(xsi |xrj)p(xrj),

где xrj и xsi пробегают множества означиваний случайных много-
значных элементов xj и xi соответственно.

При известном π0 по формуле можно получить все πi. Таким
образом становятся известны все p(x̄i = xsi ), где s ∈ [1, ni], а ni —
число означиваний xi. Все условные вероятности известны и яв-
ляются элементами W. Обозначим Pj диагональную матрицу с
вероятностями p(xj = xlj) на диагонали:

p(x1j ) 0 . . . 0
0 p(x2j ) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . p(x

nj

j )

 .

Вероятность всех возможных означиваний пар соседних (в це-
пи) случайных многозначных элементов может быть получена как(

p(xrjx
s
i )
)
s,r

= Wj ×Pj .

Теперь для нахождения вероятностей осталось решить систему
линейных уравнений

π0 = W × π0,

где W = Wj−1×Wj−2× · · ·×W1×W0. Эта система имеет един-
ственное решение при стохастической матрице W 6= E. Поскольку
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все матрицы Wi являются стохастическими, то и матрица W сто-
хастическая [15]. В случае, когда выполняется условие W = E,
решением является любой стохастический вектор.

Поскольку теория байесовских сетей доверия не предпологает
работу с направленными циклами, такие циклы предложено пре-
образовывать в семантически эквивалентные объекты из теории
алгебраических байесовских сетей. Пример приведён на рис. 3, где
Yi — фрагменты знаний.

Известно, как преобразовать цикл в байесовской сети доверия
с бинарными случайными элементами в цикл фрагментов зна-
ний алгебраической байесовской сети, а последний цикл — в цепь
фрагментов знаний алгебраической байесовской сети [10]. Анало-
гичное преобразование хочется осуществить в отношении БСД-
цикла с многозначными случайными элементами в узлах. Однако с
произвольными случайными многозначными элементами работать
неудобно. Предпложим, что в узлах направлнного цикла байесов-
ской сети доверия стоят случайные бинарные последовательности
(конъюнкции случайных бинарных элементов) (см. рис. 3), тогда

π0 =


p(Y0 = ȳ0n0 . . . ȳ02ȳ01)

...
p(Y0 = y0n0

. . . ȳ02y01)
p(Y0 = y0n0 . . . y02ȳ01)
p(Y0 = y0n0 . . . y02y01)

 ,

πi =


p(Yi = ȳin0

. . . ȳi2ȳi1)
...

p(Yi = yin0 . . . ȳi2yi1)
p(Yi = yin0

. . . yi2ȳi1)
p(Yi = yin0

. . . yi2yi1)

 .

Матрица Wi представлена на рис. 3. Все уравнения вида π0 =
Wπ0, πi = Wjπj и другие сохраняют свою справедливость. Та-
ким образом, нам, в частности, будут известны все вероятности
вида p(ỸiỸj). Это в свою очередь означает, что мы сможем БСД-
цикл, построенный над Ŷi, преобразовать в цикл фрагментов зна-
ний АБС, построенный над YiYj . Способы проверки непротиворе-
чивости последнего цикла изложены в [10].

Изложим детали предложенного подхода. Переходя от БСД к
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Рис. 3: Пример направленного цикла в АБС.
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алгебраическим байесовским сетям, можно пересчитать векторы
πi =

(
p(Ỹi)

)
Ỹi

. Затем можно воспользоваться определением услов-

ной вероятности: p(ỸiỸj) = p(Ỹi|Ỹj)p(Ỹj), где p(Ỹi|Ỹj) — извест-
но, p(Ỹ0) — получается из решения вышеуказанного уравнения, а
все следующие p(Ỹj) вычисляются итеративно. Тензорам совмест-
ных вероятностей p(ỸiỸj) сопоставим фрагмент знаний алгебраи-
ческой байесовской сети, образованный над атомами из YiYj . По-
лучим цикл фрагментов знаний алгебраической байесовской сети.
Его можно преобразовать в цепь фрагментов знаний алгебраиче-
ской байесовской сети известными методами [10]. Цепь фрагментов
знаний можно проверить на непротиворечивость.

4. Заключение. В работе обобщено известное преобразование
направленного цикла в БСД со случайными бинарными элемен-
тами в узлах в цепь фрагментов знаний алгебраической байесов-
ской сети для более общеих математических объектов — случай-
ных многозначных элементов в узлах исходного цикла.

Предположено, что случайные многозначные элементы пред-
ставлены в виде конъюнкций случайных бинарных элементов, в
этом случае обобщенное преобразование состоит из тех же шагов,
что и его исходный вариант:

• на основе тензоров условных вероятностей формируется сто-
хастическая матрица;

• последовательно вычисляется произведение стохастических
матриц, которое само по себе тоже будет стохастической мат-
рицей;

• вычисляется собственный вектор последней матрицы, соот-
ветствующий собственному числу 1, причем из возможных
собственных векторов выбирается стохастический;

• выбранный вектор представляет собой маргинальное распре-
деление означиваний одного из узлов цикла — на его осно-
ве вычисляются маргинальные распределения вероятностей
означиваний других узлов и маргинальные распределения
совместных вероятностей означиваний пар соседних узлов;

• на основе набора совместных вероятностей формируется цикл
фрагментов знаний АБС;
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• последний цикл преобразуется в цепь фрагментов знаний
АБС.

Цепь фрагментов знаний АБС уже может быть обработана из-
вестными алгоритмами как ациклическая АБС, в том числе мо-
жет быть установлена непротиворечивость этой цепи, а значит, и
исходного БСД-цикла со случайными многозначными элементами
в узлах.
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РЕФЕРАТ

Вальтман Н.А., Тулупьев А.Л. Направленный цикл байесов-
ской сети доверия с многозначными случайными элемен-
тами.

Байесовские сети доверия (БСД) — одна из вероятностных графических
моделей, теория которых интенсивно развивается на стыке искусственного ин-
теллекта, математической статистики и информатики. Согласно классическо-
му определению БСД — это ациклический направленный граф с тензорами
условных вероятностей в узлах. В качестве вероятностной семантики сети
сопоставляется распределение вероятностей, которое задается произведением
всех тензоров условных вероятностей (а в вырожденном случае — и марги-
нальных), стоящих в узлах графа.

В работах по основам теории байесовских сетей подчеркивается, что на-
правленные циклы (БСД-циклы) исключаются из рассмотрения. (Заметим,
что ненаправленные циклы допустимы, но их обработка требует дополнитель-
ных усилий: сети с таким циклами требуется сначала преобразовать в соот-
ветствующие деревья сочленений, а затем обрабатывать последние с помощью
особых алгоритмов.) Вместе с тем, эксперты при построении сетей допускают
формирование направленных циклов. В связи с этим возникает потребность в
изучении этих объектов с точки зрения их непротиворечивости, семантики и
возможности обработать, чтобы использовать их для тех же целей, что и БСД
без направленных циклов.

Указанные вопросы были глубоко изучены в отношении изолированных
БСД-циклов с бинарными случайными элементами в узлах. Установлено, что
направленные циклы кардинальным образом меняют вероятностную семанти-
ку сети: она может оказаться противоречивой или представлять собой семей-
ство распределений вероятности. Для обработки направленного БСД-цикла
приходится привлекать родственную теорию — теорию алгебраических байе-
совских сетей. Цикл с бинарными случайными элементами в узлах с сохране-
нием своей вероятностной семантики сначала преобразуется в цикл фрагмен-
тов знаний АБС, а последний цикл в цепь фрагментов знаний АБС. Способы
работы с цепью фрагментов знаний АБС (как и вообще с ациклической АБС)
хорошо изучены.

В работе осуществлено обобщение известного преобразования направлен-
ного цикла в БСД со случайными бинарными элементами в узлах в цепь фраг-
ментов знаний алгебраической байесовской сети на более общий случай слу-
чайных многозначных элементов в узлах исходного цикла.

В предположении, что случайные многозначные элементы представлены
в виде конъюнкций случайных бинарных элементов, обобщенное преобразова-
ние состоит из тех же шагов, что и его исходный вариант.

Цепь фрагментов знаний АБС уже может быть обработана известными
алгоритмами как ациклическая АБС, в том числе может быть установлена
непротиворечивость этой цепи, а значит и исходного БСД-цикла со случайны-
ми многозначными элементами в узлах.
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SUMMARY

Valtman N.A., Tulupyev A.L. A Bayesian belief network directed
cycle with multinomial random variables.

Bayesian belief networks (BBN) are one of the probabilistic graph-
ical models. Their theory is being rapidly developed within the scope
of artificial intelligence, mathematical statistics, and computer science.
According to a classical definition of BBN, a BBN is a directed acyclic
graph with conditional probability tensors in the nodes. The prob-
abilistic semantics of a network is a single probabilistic distribution
which are equal to the product of conditional (an marginal in certain
cases) probability tensors in the network nodes.

The directed cycles (BBN-cycles) are forbidden in the theory of
BBN. (We outline that undirected cycles are allowed, however a BBN
with such a cycle or cycles requires a special processing.) Nevertheless
this restrictions, an expert can introduce a cycle into the structure of
a BBN. This makes a reason for careful study of the directed cycles
from the viewpoint of their consistency, semantics, and processing pro-
cedures. It should help to find an application for BBN cycles in the
same areas as for the traditional BBN.

The consistency, semantics, and processing procedures have been
thoroughly investigated in case of binary random variables in directed
cycle nodes. As a contrast to a usual BBN, a directed cycle can have a
very specific probabilistic semantics: an empty family of distributions,
or a distribution, or a infinite family of distributions can correspond to
the cycle. In order to process a BBN-cycle with binary random vari-
ables in nodes, a similar theory of algebraic Bayesian networks has
been involved. A directed cycle can be transformed to a cycle of ABN
knowledge patterns. This transformation keeps the probabilistic se-
mantics of the original cycle unchanged. Then, the latter cycle can be
transformed to a chain of ABN knowledge patterns. Again, the seman-
tics remains unchanged. The method for the processing of a chain of
ABN knowledge patterns is known and has been studied well enough.
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