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Хованов Н.В. Метод рандомизированных траекторий в задачах оценки функцио-

нальной зависимости. 

Аннотация. Разрабатывается метод рандомизированных траекторий (функций), осно-
ванный на модели байесовской рандомизации неопределенности. Строится стохастиче-

ский процесс с равновероятными дискретными монотонными траекториями, тренд кото-
рого служит искомой оценкой функциональной зависимости между исследуемыми пока-

зателями. Обсуждается задача учета нечисловой экспертной информации для повыше-

ния точности и надежности оценки функциональной зависимости.  
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Hovanov N.V. Randomized Trajectories Method in Problems of Functional Dependence 

Estimation. 
Abstract. A randomized trajectories (functions) method is developed, this method being based 

on the Bayesian uncertainty randomization model. A stochastic process with equally probable 

discrete monotonic trajectories is constructed – the process trend is a required estimation of the 
functional dependence between parameters under investigation. The problem of nonnumeric 

expert information using for exactness and reliability increasing is discussing. 
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1. Введение. При исследовании информационных процессов в 

сложных  системах различной природы (социально-политических, фи-

нансово-экономических, экологических и т.д.) обычно возникает зада-

ча оценки функциональной зависимости между показателями, харак-

теризующими изучаемую систему. Зачастую, роль одного из показате-

лей играет время, регистрируемое в определенные дискретные момен-

ты. Поэтому для иллюстрации различных положений излагаемого да-

лее метода рандомизированных траекторий (МРТ) мы, в основном, 

будем обращаться к примерам анализа временных рядов значений по-

казателей системы.  

Анализ динамики показателей базируется на исходной эмпириче-

ской информации, имеющей вид совокупности конечных временных 

рядов. Под конечным временным рядом )(ty  здесь понимается после-

довательность значений )(,...),(
00 mm

tyytyy ==  исследуемого финан-
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сово-экономического показателя y , наблюдаемых в последователь-

ные моменты времени 
m
tt ,...,

0
, 

m
tt << ...

0
 соответственно. Дальней-

шая статистическая обработка такой исходной эмпирической инфор-

мации обычно производится на основе теоретико-вероятностной моде-

ли, в рамках которой предполагается, что наблюдаемый временной ряд 

)(ty , 
m
ttt ,...,

0
= , есть реализация («траектория») некоторого случай-

ного временного ряда (стохастического процесса )(~ ty  с дискретным 

временем 
m
ttt ,...,

0
= ).  

Иными словами, вектор наблюдаемых значений ),...,(
0 m

yy  ис-

следуемого показателя y  интерпретируется как выборочное значение 

случайного вектора )~,...,~(
0 m

yy , каждая компонента )(~~
ii
tyy =  которо-

го есть одномерное сечение случайного процесса )(~ ty . Этот гипоте-

тический (напрямую не наблюдаемый) случайный временной ряд )(~ ty  

описывается вероятностным пространством ),,( PAY
σ

, где 

}),;({ Θ∈= θθtyY  есть множество всех возможных траекторий про-

цесса )(~ ty , 
σ

A  – сигма-алгебра подмножеств множества Y , а вероят-

ностная мера P  определяет вероятность )(AP  любого события 

σ
AA∈ .  

Однако, описанный стандартный теоретико-вероятностный под-

ход к интерпретации наблюдаемого временного ряда )(,...),(
0 m

tyty  

как реализации (траектории) непосредственно не наблюдаемого слу-

чайного временного ряда )(~,...),(~
0 m

tyty , описываемого вероятност-

ным пространством ),,( PAY
σ

, вызывает ряд замечаний со стороны 

разных групп исследователей.  

Во-первых, некоторые специалисты отвергают  саму идею описа-

ния эмпирически наблюдаемых временных рядов при помощи слож-

ных и принципиально ненаблюдаемых математических схем (см., на-

пример, довольно резкую критику использования абстрактных теоре-

тико-вероятностных схем для объяснения эмпирически наблюдаемой 

стабилизации частот событий в работах [2,3,4]).  

Во-вторых, ряд исследователей указывает на возможность стати-

стической обработки конечных временных рядов с использованием 

более простой и наглядной, чем теоретико-вероятностная конструкция, 

«геометрико-механической» интерпретации, согласно которой матема-
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тическое ожидание случайной величины трактуется как центр распре-

деленной  вероятностной массы, дисперсия – как момент инерции этой 

массы и т.д. (см., например, [6,22,28]).   

Наконец, в-третьих, многие специалисты, не отказываясь от ис-

пользований концепции вероятностного пространства ),,( PAY
σ

 для 

интерпретации наблюдаемых конечных временных рядов значений 

исследуемых показателей, призывают максимально точно и осторожно 

применять абстрактные математические схемы, учитывая их неизбеж-

ные ограничения и приближенный характер описания реальных про-

цессов  (см., например, [13,14,15]). Особенно важно учитывать ограни-

ченность точности и достоверности теоретико-вероятностных объяс-

нений в случае коротких временных рядов, сильно затрудняющих про-

гнозирование будущей динамики значений исследуемого показателя 

[1,9], а также в случае наличия неопределенности разных видов, воз-

никающей при дефиците эмпирических данных и не сводящейся к не-

определенности теоретико-вероятностного вида [21].  

Настоящая статья в значительной степени основана на выбороч-

ном обзоре работ, содержащих описание конкретных модификаций 

общей теоретико-вероятностной модели рандомизации неопределенно-

сти выбора дискретной функции. Такая модель позволяет построить 

методы оценки функциональной зависимости, повышающие (в опре-

деленных ситуациях и в определенной мере, разумеется) точность и 

достоверность оценивания динамики значений показателей за счет 

учета нечисловой, неточной и неполной экспертной информации. 

Многие излагаемые далее результаты получены и подробно исследо-

ваны в работах сотрудников ЛНИИ ВЦ АН СССР и Ленинградского 

государственного университета в конце 70-х – начале 80-х годов про-

шлого века (см., например, [5,17,23,24]). 

В первом разделе излагаются основы метода рандомизированных 

траекторий, в основе которого лежит байесовский подход к моделиро-

ванию неопределенности выбора элемента из конечного множества 

при помощи задания вероятностной меры на этом конечном множест-

ве. Второй раздел посвящен важному частному случаю рандомизации 

выбора элемента из конечного множества монотонных траекторий, 

связанному с построением соответствующего стохастического процес-

са с равновероятными дискретными монотонными траекториями. В 

третьем разделе подробно разобран пример использования построен-

ного стохастического процесса с равновероятными монотонными тра-

екториями для оценки динамики цены облигации по нечисловой, не-

точной и неполной экспертной информации. Разработанный метод 
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рандомизированных дискретных траекторий и его возможные прило-

жения к задачам оценки функциональной зависимости финансово-

экономических показателей кратко обсуждаются в Заключении. 

 

2. Метод рандомизированных траекторий. Уже в первой чет-

верти прошлого века среди исследователей, занимающихся вопросами 

оценки динамики показателей, возникло представление о различных 

типах неопределенности такой оценки. Четкое различение двух основ-

ных типов неопределенности проведено, например, в известной моно-

графии Фрэнка Найта [34], вышедшей в 1921 г.  

Несколько модернизировав, обобщив и формализовав определе-

ния Ф. Найта, можно сказать, что выделенная им неопределенность 

первого рода связана с ситуацией, когда некоторый элемент y  (на-

пример, значение показателя, или график функции, описывающей ди-

намику этого показателя) известен исследователю «с точностью до 

множества Y ». Иными словами, при неопределенности первого рода 

результатом оценки является указание некоторого множества Y , со-

держащего элемент y . Такую неопределенность, при которой иссле-

дователь знает только то, что оцениваемый (прогнозируемый) элемент 

y  принадлежит некоторому множеству Y , будем далее называть тео-

ретико-множественной неопределенностью [21].  

Введенную Ф. Найтом неопределенность второго рода можно 

связать с ситуацией, когда исследователю, помимо множества Y , со-

держащего элемент y , известно еще и распределение вероятности P , 

заданное на некоторой сигма-алгебре 
σ

A  подмножеств множества Y . 

Распределение P  определяет вероятность )'(YP  того, что элемент y  

содержится в подмножестве 'Y  множества Y , являющимся элементом 

сигма-алгебры 
σ

A . В простейшем случае конечного множества Y  вве-

денная неопределенность второго рода предусматривает прямое указа-

ние вероятности })({
ii
yPp =  появления элемента 

i
y  при соответст-

вующем случайном испытании. Далее будем назвать описанную неоп-

ределенность второго рода теоретико-вероятностной неопределенно-

стью. 

Пусть перед исследователем стоит задача оценки (прогнозирова-

ния) значений )(,...),(
0 m

tyty , принимаемых изучаемым показателем в 

(будущие) моменты времени 
m
ttt ,...,

0
= , 

m
tt << ...

0
. Пусть задано ко-

нечное множество },...,1:)({ NyY == θθ  всех возможных траекто-
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рий ));(,...),;(()(
0

θθθ
m
tytyy =  временного ряда )(,...),(

0 m
tyty . По-

мимо значений );(,...),;(
0

θθ
m
tyty  функции );( θtyy =  будем рас-

сматривать и приращения );();();(
1
θθθ

−

−=
iii
tytytd , mi ,...,1= , этой 

функции. Очевидно, что значение функции );( θtyy =  в точке 
i
tt =  

определяется формулой );(...);();();(
10

θθθθ
ii
tdtdtyty +++= .  

Предполагается, что на основе экспертной информации I  о зна-

чениях функций );( θtyy =  и );( θtdd =  возможна селекция элемен-

тов множества },...,1:)({ NyY == θθ  всех возможных траекторий 

));(,...),;(()(
0

θθθ
m
tytyy =  временного ряда )(,...),(

0 m
tyty . В резуль-

тате селекции элементов множества Y , удовлетворяющих требовани-

ям (ограничениям) информации I , формируется множество )(IY  

всех допустимых (с точки зрения информации I ) функций 

);( θtyy = , содержащее NIN ≤)( элементов. Если выполняется стро-

гое неравенство NIN <)( , то можно говорить о нетривиальной ин-

формации I  (о нетривиальных ограничениях, описываемых информа-

цией I ). Если же экспертная информация I  тривиальна  (множество 

ограничений, описываемых информацией I , является, фактически,  

пустым  – ∅=I ), то  NNIN =∅= )()( . 

Экспертная информация не носит, как правило, числового харак-

тера и может быть выражена лишь чисто сравнительными утвержде-

ниями типа «значение );( θ
ii
tyy =  функции );( θtyy =  больше значе-

ния );( θ
jj
tyy =  этой же функции», «приращение );( θtd  функции 

);( θtyy =  в точке 
i
tt =  равно приращению этой функции в точке 

j
tt = » и т.п. Далее мы будем предполагать, что такая нечисловая ин-

формация может быть представлена в виде системы равенств и нера-

венств ...});;();();;();({ θθθθ
jiji
tdtdtytyIO =>=  для значений и 

приращений функций );( θtyy = . Естественно назвать экспертную 

информацию IO , выражаемую указанной системой равенств и нера-

венств, ординальной (порядковой) информацией. 

 Помимо ординальной информации исследователь может так-

же иметь и неточную экспертную информацию II  о числовых значе-

ниях и приращениях функций );( θtyy = , представимую в виде систе-

мы ...},);(,);({ +−+−

≤≤≤≤=
jjjiii

dtddytyyII θθ  неравенств, указы-

вающих возможные диапазоны варьирования значений и приращений 
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функций );( θtyy = . Естественно назвать экспертную информацию 

II , выражаемую системой указанных неравенств, интервальной ин-

формацией.  

Объединяя системы неравенств IO  и II , мы получаем нечисло-

вую и неточную информацию IIOII ∪=  о значениях и приращениях 

функций );( θtyy = . При этом возможно, что объединенная система 

равенств и неравенств I  определяет функцию );( θtyy =  не одно-

значно, а лишь с точностью до конечного множества )(IY  всех до-

пустимых (с точки зрения экспертной информации I ) траекторий 

));(,...),;(()(
0

θθθ
m
tytyy = , )(,...,1 IN=θ , NIN ≤)( .  Поэтому далее 

мы будем говорить о нечисловой (ординальной), неточной (интерваль-

ной) и неполной информации  (ННН-информации) I  о значениях и 

приращениях функций );( θtyy = . 

Измерить количество ННН-информации I  можно, например, при 

помощи коэффициента селекции )()( INNISEL = . Для измерения 

количества ННН-информации в двоичных единицах (в битах) следует 

воспользоваться логарифмической мерой информации )(IINF , опре-

деляемой формулой )(log)(
2

ISELIINF = , где x
2

log  есть двоичный 

логарифм числа x . 

Итак, после построения с помощью экспертной ННН-информации 

I  множества всех допустимых траекторий исследователь находится в 

условиях теоретико-множественной неопределенности, когда оцени-

ваемая (прогнозируемая) траектория ));(,...),;(()(
0

θθθ
m
tytyy =  из-

вестна с точность до конечного множества )(IY , состоящего не менее 

чем из двух элементов: 1)( >IN (ср. с [7]). Для моделирования неоп-

ределенности выбора конкретного элемента )(θy  из множества )(IY  

можно предложить подход, восходящий к известной работе Т. Байеса 

[27], и состоящий в рандомизации такого выбора: траектория )(θy  

случайно выбирается из множества  )(IY  с вероятностью 0)( >θP , 

1))((...)1( =++ INPP . В результате такой рандомизации исследова-

тель оказывается в ситуации, соответствующей теоретико-

вероятностной неопределенности, описываемой случайным вектором 

(стохастическим, случайным процессом, случайной функцией) 

))
~

;(,...),
~

;;(()
~

;;();(~
0

θθθ ItyItyItyIty
m

==  (подробнее о рандомиза-

ции теоретико-множественной неопределенности см. [12,19,20]). 
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Теперь можно предложить в качестве оценки (прогноза) случай-

ного значения )
~

;;();(~)(~
θItyItyIy

iii
==  исследуемого показателя 

математическое ожидание );(~)()( ItyEtyIy
iii

== случайной величи-

ны );(~)(~ ItyIy
ii

=  (одномерного сечения стохастического временного 

ряда );(~ Ity , 
m
ttt ,...,

0
= ), вычисляемое по формуле 

))(())(;(...)1()1;()( INPINtyPtyIy
iii

++= . Точность полученной 

оценки 
i

y  естественно измерять величиной стандартного отклонения 

)(~)( IyDI
ii

=σ , где )(~ IyD
i

 есть дисперсия случайной величины 

);(~~ Ityy
ii

= , вычисляемая по формуле  

))((]))(;([...)1(])1;([)(~ 22

INPyINtyPytyIyD
iiiii

−++−= . (1) 

Со времен Т. Байеса (1702-1761) при рандомизации теоретико-

множественной неопределенности, в качестве распределения вероят-

ностей )(θP  обычно выбирается равномерное распределение 

)(1)( INP =θ , соответствующее «максимальному дефициту инфор-

мации», имеющегося у исследователя (об аргументах в пользу выбора 

именно равномерного распределения в качестве распределения, моде-

лирующего отсутствие информации, см., например, работы 

[8,26,29,31-33,35,36]). В этом случае для искомых оценок )(
ii
tyy = , 

для определения мер 
ii

yD ~
=σ  их точности получаются наиболее 

простые вычислительные формулы  

))](;(...)1;([)(1)( INtytyINIy
iii

++⋅= , (2) 

}]))(;([...])1;([{)(1)(~ 22

iiiii
yINtyytyINIyD −++−⋅=  (3) 

соответственно. 

 

3. Стохастические процессы с дискретными монотонными 

траекториями. Рассмотрим важный частный случай применения ме-

тода рандомизированных траекторий, описанного в предыдущем пара-

графе, для оценки (прогнозирования) временных рядов с монотонными 

(неубывающими или невозрастающими) дискретными реализациями.   

Пусть опять перед исследователем стоит задача оценки (прогно-

зирования) значений )(,...),(
0 m

tyty , принимаемых изучаемым показа-

телем в (будущие) моменты времени 
m
ttt ,...,

0
= , 

m
tt << ...

0
. Пусть 

задано конечное множество )},(,...,1:);,;({),( nmNnmtynmY == θθ  
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всех возможных траекторий );,;( θnmty , },...,{
0 m

ttt∈ , 

},...,{);,;();(
0 n

yynmtyty ∈= θθ , 
n

yy << ...
0

, временного ряда 

)(,...),(
0 m

tyty , удовлетворяющих условию монотонности 

( );();(
1

θθ
ii
tyty ≤

−

) и двум краевым условиям (
00

);( yty =θ , 

nm
yty =);( θ ). Помимо значений );( θ

ij
tyy =  функции );( θtyy = , 

будем рассматривать и неотрицательные приращения 

0);();();(
1

≥−=
−

θθθ
iii
tytytd , mi ,...,1= , этой функции. Очевидно, 

что значение функции );( θtyy =  в точке 
i
tt =  определяется форму-

лой );(...);();();(
10

θθθθ
ii
tdtdtyty +++= . Поэтому каждой траекто-

рии );,;( θnmty  из множества ),( nmY  сопоставляется соответствую-

щий набор приращений );();,;( θθ
ii
tdnmtd = , mi ,...,1= , из множест-

ва )},(,...,1:);,;({),( nmNnmtdnmD == θθ . 

Далее будем рассматривать простейший вариант, когда имеются 

равноотстоящие моменты времени hithtt
ii

+=+=
− 01

 

( 0])([
0

>−= mtth
m

 – шаг отсчета времени) mi ,...,1= , и равноот-

стоящие возможные значения ujyuyy
jj

+=+=
− 01

 

( 0])([
0

>−= nyyu
n

 – шаг отсчета показателя), nj ,...,1= , исследуе-

мого финансово-экономического показателя. В этом случае можно 

установить взаимно однозначное соответствие между множеством 

)},(,...,1:);,;({),( nmNnmtynmY == θθ  и множеством 

)},(,...,1:);,;({),( nmNnmijnmJ == θθ , где ),( nmJ  есть множество 

всех возможных траекторий );,;();( θθ nmijij = , },...,1,0{ mi∈ , 

},...,1,0{);( nij ∈θ , заданных на плоской целочисленной решетке 

},...,1,0,,...,1,0:),{(],0[],0[ njmijinm ===×  и удовлетворяющих ус-

ловию монотонности ( );();1( θθ ijij ≤− ), а также двум краевым усло-

виям ( 0);0( =θj , nmj =);( θ ). Указанное взаимно однозначное соот-

ветствие множеств ),( nmY  и ),( nmJ  устанавливается  формулой 

]}{)[;();();();();(
000

nyyijtyuijtytyy
nij
−+=+== θθθθθ , в кото-

рой  mi ,...,1,0= . 

Помимо функции );( θijj =  будем рассматривать и неотрица-

тельные приращения 0);1();();( ≥−−= θθθδ ijiji , mi ,...,1= , этой 
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функции. Очевидно, что значение функции );( θijj =  определяется 

формулой );(...);1();( θδθδθ iij ++= . Взаимно однозначное соответ-

ствие между конечными множествами ),( nmD  и  

)},(,...,1:);,;({),( nmNnminm ==Δ θθδ  устанавливается формулой 

])([);();();(
0

nyyiuitd
ni
−== θδθδθ , mi ,...,1,0= . 

Равновероятная рандомизация теоретико-множественной неопре-

деленности выбора конкретной траектории );,;();( θθ nmijij =  из 

множества ),( nmJ  дает стохастический процесс 

)
~

;,;(),;(
~

)(
~

θnmijnmijij == , порожденный равномерно распределен-

ным случайным параметром θ
~

: ),(1})
~

({ nmNP == θθ , где число 

),( nmN  элементов множества ),( nmJ  определяется известной форму-

лой ])!1(![)!1(),( −−+= mnmnnmN .  

Математическое ожидание )(
~

)(~ ijEi
j

=µ  и дисперсия 

)(
~

)(
2

~ ijDi
j

=σ  стохастического процесса )
~

;,;(),;(
~

)(
~

θnmijnmijij ==  

находятся по формуле ][)(~ mini
j

=µ  и по формуле 

)]1([)]([)]1([)]([)(
222

~ +−++−= mmiminmmimini
j

σ  соответственно. 

Отсюда находим математическое ожидание )(~)(
~ iiy

tyEt =µ , диспер-

сию )(~)(2~ iiy
tyDt =σ  стохастического процесса )(

~
)()(~

0
ijtyty

i
+=  по 

формулам  

])][()([)()(
00

~ mitytytyt
niy
−+=µ , (4) 

)]1([)]([)1()]1([)]([)( 22

~ +−++−= mmiminmmimit
iy

σ  (5) 

соответственно. 

Найденный тренд )(
~ iy
tµ  стохастического процесса )(~

i
ty  может 

использоваться как искомая оценка (прогноз) значений исследуемого 

показателя на моменты времени 
m
tt ,...,

0
. Наглядное представление о 

точности полученных оценок )(
~ iy
tµ , mi ,...,1,0= , дает область вокруг 

тренда )(
~ iy
tµ , ограниченная графиками функций 

)()()(
~~~ iyiyiy
ttt σμμ −=

− , )()()(
~~~ iyiyiy
ttt σμμ +=

+ , где )(~)(
~ iiy

tyDt =σ  

есть стандартное отклонение случайного процесса )(~
i
ty , mi ,...,1,0= . 
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Пусть теперь исследователь располагает нечисловой, неточной и 

неполной экспертной информацией 
y
I  о значениях 

);(),...,;(
11
θθ

−m
tyty траекторий из множества ),( nmY , а также анало-

гичной ННН-информацией 
d
I  о соответствующих наборах 

);(),...,;(
1

θθ
m
tdtd  приращений из множества ),( nmD . Объединенная 

ННН-информация 
dy
III ∪=  позволяет построить множество траек-

торий ),();,( nmYInmY ⊆ , содержащее число элементов 

),();,( nmNInmN ≤ : )};,(,...,1:);,;({);,( InmNnmtyInmY == ττ . 

Умея генерировать траектории из множества 

)};,(,...,1:);,;({);,( InmNnmtyInmY == ττ  (простейший алгоритм ге-

нерации всех монотонных траекторий из множества 

);,(),( InmYnmY ⊇  приведен в работе [18]), можно сосчитать матема-

тическое ожидание );(~);(
~

ItyEIt
iiy

=µ , дисперсию 

);(~);(2~ ItyDIt
iiy

=σ  стохастического процесса );(~ Ity
i

 c равновероят-

ными реализациями из множества );,( InmY по формулам 

∑
=

=

);,(

1

~ );,;(
);,(

1
);(

InmN

iiy
nmty

InmN
It

τ

τμ , (6) 

∑
=

−=

);,(

1

2
~

2
~ )];();,;([

);,(

1
);(

InmN

iyiiy
Itnmty

InmN
It

τ

μτσ  (7) 

соответственно. 

Найденный тренд );(
~

It
iy

µ  стохастического процесса );(~ Ity
i

 мо-

жет использоваться как искомая оценка (прогноз) значений исследуе-

мого показателя на моменты времени 
m
tt ,...,

0
. Наглядное представле-

ние о точности полученных оценок );(
~

It
iy

µ , дает область вокруг 

тренда );(
~

It
iy

µ , ограниченная графиками функций 

);();();(
~~~

ItItIt
iyiyiy

σμμ −=

− , );();();(
~~~

ItItIt
iyiyiy

σμμ +=
+ , где 

);(~);(
~

ItyDIt
iiy

=σ  есть стандартное отклонение случайного про-

цесса );(~ Ity
i

, mi ,...,1,0= . 

 

4. Прогнозирование цены облигации методом рандомизиро-

ванных траекторий. Применим изложенную в предыдущем парагра-

фе модификацию метода рандомизированных траекторий для прогно-
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зирования временного ряда значений цены  облигации по нечисловой, 

неточной и неполной экспертной информации.  Рассмотрим динамику 

цены некоторой облигации, имеющей номинал 100 руб. и продающей-

ся в момент эмиссии по цене 80 руб. Облигация погашается через 

шесть месяцев по номинальной цене 100 руб. Требуется оценить зна-

чение цены облигации на конец каждого из шести месяцев.  

Построим сначала множество }),;({ Θ∈= θθtyY  возможных тра-

екторий )()(
ty

θ  значения цены облигации, положив, что эмиссия соот-

ветствует моменту времени 0=t , а единицей измерения времени яв-

ляется один месяц. Дополнительно предположим, что цена акции из-

меряется с точностью до рубля – }100,99,...,81,80{);( ∈θty . Тогда 

множество )}20,6(,...,1;6,...,1,0),;({)20,6( NttyYY ==== θθ  всех воз-

можных траекторий конечно ( )}20,6(,...,1{ N=Θ , 53130)20,6( =N ), а 

каждая траектория цены является монотонно неубывающей дискрет-

ной функцией }100,99,...,81,80{);( ∈θty  дискретного аргумента 

}6,...,1,0{∈t  и представляет собой набор точек 

)100,6());6(,6()),;5(,5()),...,;1(,1(),80,0());0(,0( == θθθθ yyyy , где 

);();1( θθ tyty ≤− , 6,...,1=t . Приращения );( θtd , 6,...,1=t , траекто-

рии );( θty , задаваемые соотношением );1();();( θθ −−= tytytd , по-

зволяют определить значение функции );( θty  в точке t  как сумму  

);(...);1();( θθθ tddty ++= . 

Множеству )}20,6(,...,1,6,...,1,0),;({)20,6( NttyY === θθ  можно 

взаимно однозначно сопоставить конечное множество 

)}20,6(,...,1,6,...,1,0),;({)20,6( NiijJ === θθ  всех возможных дискрет-

ных монотонных путей (траекторий) );( θij  на целочисленной решет-

ке }20,...,1,0;6,...,1,0:),{(]20,0[]6,0[ ===× jiji , принимающих дис-

кретные значения из множества }20,...,1,0{  и удовлетворяющих усло-

виям );();1( θθ ijij ≤− , 0);0( =θj , 20);6( =θj . Более того, в рас-

сматриваемом случае траектории );( θij  и );( θty  связаны в каждой 

точке it =  простым соотношением );(80);( θθ tjty += , 6,...,1,0=t . 

Поэтому далее мы будем изучать, в основном, непосредственно траек-

тории );( θty , опуская соответствующие описания, связанные с траек-

ториями );( θij .  
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Будем моделировать неопределенность выбора траектории );( θiy  

из множества всех возможных траекторий )20,6(Y  при помощи сто-

хастического процесса )20,6;(~),;(~)(~ tynmtyiy == , реализациями 

(траекториями) которого служат дискретные функции 

);(80);( θθ tjty += , 53130),(,...,1 == nmNθ , дискретного аргумента 

6,....,1 == mt .  

В случае, когда отсутствует дополнительная экспертная информа-

ция I  о вероятностях появления траекторий );( θty  ( ∅=I ), стохас-

тический процесс )20,6;(~ ty  может быть задан, как это уже было от-

мечено выше, при помощи равномерно распределенного на множестве 

)}20,6(,...,1{ N=Θ , 53130)20,6( =N , случайного параметра θ
~

: 

)20,6(1})
~

({)});20,6;()20,6;(~({ NPtytyP ==== θθθ .  

Тогда для математического ожидания ][)(
~

mtnt
y

⋅=µ                   

стохастического процесса ),;(~ nmiy  получаем искомую оценку 

ttt
y

3333.380]310[80)(
~

+≈+=µ .  

Аналогично, для стандартного отклонения )(~)(
~

tyDt
y

=σ  и 

дисперсии )]1([)]([)1()]1([)]([)( 22

~ +−++−= mmtmtnmmtmtt
y

σ  сто-

хастического процесса ),;(~ nmiy  получаем искомые оценки 

)6(44.1)(
~

ttt
y

−≈σ  и )6(04.2]367[]2620[)6()(2~ ttttt
y

−≈⋅⋅−=σ  

соответственно. 

Теперь, помимо тренда )(
~
t

y
μ  стохастического процесса 

)20,6;(~ ty , можно ввести ожидаемые нижнюю )()()(
~~~
ttt

yyy
σμμ −=

−  и 

верхнюю )()()(
~~~
ttt

yyy
σμμ +=

+  границы для возможных траекторий 

этого процесса.  

Значения функций )(
~
t

y
µ , )(

~
t

y
σ , )(

~
t

y

−

µ , )(
~
t

y

+

µ , определяющих 

тренд стохастического процесса )20,6;(~ ty , его стандартное отклоне-

ние и границы стандартной доверительной области для тренда соот-

ветственно, приведены в табл. 1.  
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Табл. 1. Значения функций )(~ t
y

µ , )(~ t
y

σ , )(~ t
y

−

µ , )(~ t
y

+

µ  

 t  )(
~
t

y
µ  )(

~
t

y
σ  )(

~
t

y

−

µ  )(
~
t

y

+

µ  

0 80.00 0.00 80.00 80.00 

1 83.33 3.21 80.12 86.55 

2 86.67 4.06 82.60 90.73 

3 90.00 4.31 85.69 94.31 

4 93.33 4.06 89.27 17.40 

5 96.67 3.21 93.45 99.88 

6 100.00  100.00 100.00 100.00 

 

Рассмотрим теперь другую информационную ситуацию, в кото-

рой исследователь обладает определенным количеством нечисловой, 

неточной и неполной информации ∅≠I .  Пусть, например, эксперт 

описывает свои представления о скорости роста цены облигации, ука-

зывая систему неравенств )}6)5()4()3()2()1({ ddddddID >>=<<=  

для приращений )(td , 6,...,1=t . Пусть, далее, эксперт дает интерваль-

ную информацию II , определяемую неравенствами  82)1(81 ≤≤ y , 

84)2(83 ≤≤ y , 90)3(88 ≤≤ y , 99)4(93 ≤≤ y , 99)5(98 ≤≤ y  для цены 

)(ty , 6,...,1=t , рассматриваемой облигации. 

Таким образом, исследователь обладает нечисловой (ординаль-

ной) и неточной (интервальной) экспертной информацией IIIDI ∪= , 

определяемой объединенной системой неравенств, входящих в систе-

мы неравенств ID  и II . Теперь сформируем множество 

);20,6();,()( IYInmYIY ==  всех допустимых траекторий );( θty , 

)20,6();20,6();,(,...,1 NINInmN <==θ . Для генерации всех возмож-

ных траекторий с последующей селекцией допустимых (т.е. удовле-

творяющих неравенствам, входящим в объединенную систему нера-

венств I ), используем бета-версию оболочки системы поддержки 

принятия решений (ОСППР) APIS (Aggregated Preference Indices 

System), представляющую собой модификацию сертифицированной 

ОСППР АСПИД-3W [16], созданную фирмой Polyidea Ltd. (London, 

G.B.). 

СППР APIS по ННН-информации I  формирует множество 

);20,6( IY  допустимых траекторий, состоящее всего из пяти траекто-

рий );( θty , 5);20;6(,...,1 == INθ , 6,...,1,0=t , перечисленных в 

табл.2. 
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 Табл. 2. Допустимые траектории стохастического процесса );,;(~ Iiy 206  

θ  );0( θy  );1( θy  );2( θy  );3( θy  );4( θy  );5( θy  );6( θy  

1 80 81 83 89 95 98 100 

2 80 81 83 89 95 99 100 

3 80 81 84 89 97 99 100 

4 80 81 84 90 94 98 100 

5 80 81 84 90 96 99 100 

 

Данные табл. 2 позволяют сосчитать математическое ожидание 

);(
~

It
y

µ  стохастического процесса );20,6;(~ Ity  с равновероятными тра-

екториями из множества );20,6( IY  по простой формуле 

5)]5;(...)1;([);(
~

tytyIt
y

++=µ , а дисперсию );(2~ It
y

σ  этого процесса – 

по формуле 5})];5;()5;([...)];1;()1;({[);( 2

~

2

~

2

~ IttyIttyIt
yyy

μμσ −++−= . 

Теперь, помимо тренда );();(
~

ItIt
y

µµ =  стохастического процесса 

);(~ Ity  можно ввести ожидаемые нижнюю );();();( ItItIt σμμ −=
−

 и 

верхнюю );();();( ItItIt σμμ +=
+

 границы для возможных траекто-

рий этого процесса. Значения функций );( Itμ , );(~);( ItyDIt =σ , 

);( It
−

µ , );( It
+

µ  приведены в табл.3. 

 

Табл. 3. Значения функций );( Itµ , );( Itσ , );( It
−

µ , );( It
+

µ  

t  );( Itμ  );( Itσ  );( It
−

µ  );( It
+

µ  

0 80.00 0.00 80.00 80.00 

1 81.00 0.00 81.00 81.00 

2 83.60 0.49 83.11 84.09 

3 89.40 0.49 88.91 89.89 

4 95.40 1.02 94.38 96.42 

5 98.60 0.49 98.11 99.09 

6 100.00 0.00 100.00 100.00 

 

До сих пор предполагалось, что все допустимые траектории 

);20,6;();( θθ tyty = , 5);20;6(,...,1 == INθ , равновероятны. Однако 

эксперт, зачастую, обладает дополнительной ННН-информацией IP  о 

вероятностях )(θp  появления допустимых траекторий );( θty , 
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);,(,...,1 InmN=θ , 0)( ≥θp , 1));,((...)1( =++ InmNpp . Пусть, на-

пример, эксперт задает такую ННН-информацию о вероятностях сис-

темой неравенств )}4()1()2()5()3({ pppppIP >>>>= . По этой ин-

формации ОСППР APIS строит оценки 09.0);1( =IPp , 16.0);2( =IPp , 

46.0);3( =IPp , 03.0);4( =IPp , 26.0);5( =IPp  вероятностей 

)5(),...,1( pp . 

Полученные оценки вероятностей позволяют сосчитать математи-

ческое ожидание ),;;(~),;(),;(
~

IPItyEIPItIPIt
y

== µµ  стохастическо-

го процесса ),;20,6;(~),;(~ IPItyIPIty =  с равновероятными траекто-

риями из множества );20,6( IY  по формуле: 

);5()5;(...);1()1;(),;20,6;( IPptyIPptyIPIt +=µ  (8) 

Дисперсия ),;(~),;(2 IPItyDIPIt =σ  стохастического процесса  

),;,;(~),;(~ IPInmtyIPIty =  вычисляется по формуле 

);5()],;()5;([...);1()],;()1;([

),;20,6;(~),;20,6;(
22

2

IPpIPIttyIPpIPItty

IPItyDIPIt

μμ

σ

−++−=

==

 (9) 

Найдем нижнюю ),;20,6;(),;20,6;(),;20,6;( IPItIPItIPIt σμμ −=
−

 

и верхнюю ),;20,6;(),;20,6;(),;20,6;( IPItIPItIPIt σμμ +=
+

 ожидае-

мые границы для возможных траекторий процесса ).;20,6;(~ IPIty . 

Значения функций ),;20,6;()( IPItt μμ = , ),;20,6;()( IPItt σσ = , 

),;20,6;()( IPItt
−−

= µµ ,  ),;20,6;()( IPItt
++

= µµ  приведены в табл. 4. 

 

Табл. 4. Значения функций )(tµ ,  )(tσ , )(t
−

µ , )(t
+

µ  

t  )(tμ  )(tσ  )(t
−

µ  )(t
+

µ  

0 80.00 0.00 80.00 80.00 

1 81.00 0.00 81.00 81.00 

2 83.75 0.43 83.32 84.18 

3 89.29 0.45 88.84 89.74 

4 96.15 0.90 95.25 97.05 

5 98.88 0.32 98.56 99.20 

6 100.0 0.00 100.0 100.0 

 

Cравнение таблиц 3 и 4 показывает, что учет вероятностей появ-

ления траекторий несколько уменьшает стандартное отклонение, что, в 
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свою очередь, позволяет увеличить точность и достоверность эксперт-

ных оценок будущей динамики цен на облигацию.  

 

5. Заключение. Итак, во втором разделе представлен общий ме-

тод рандомизированных траекторий (функций) (МРТ), базирующийся 

на модели байесовской рандомизации неопределенности выбора 

функции (траектории), описывающей функциональную зависимость 

между исследуемыми показателями.  

Разработка в третьем разделе модификации  МРТ, ориентирован-

ной на работу с дискретными неубывающими функциями дискретного 

аргумента доведена до явных вычислительных формул.  Приведенный 

в четвертом разделе пример оценки методом рандомизированных тра-

екторий динамики цены облигации показывает, что привлечение нечи-

словой (порядковой, ординальной), неточной (интервальной) и непол-

ной экспертной информации позволяет существенно повысить точ-

ность и надежность получаемых оценок. 

Наиболее перспективным представляется развитие МРТ в направ-

лении привлечения вероятностных оценок экспертной информации и 

соединения (в рамках байесовской схемы оценивания) нечисловой 

экспертной информации с эмпирическими числовыми данными (см., 

например, следующие работы по экспертной и/или байесовской оценке 

вероятностей альтернатив динамики финансово-экономических пока-

зателей: [10,11,25,30]).  
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