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критерию наименьших квадратов с использованием дискретных и дискретно-
непрерывных измерений. Обсуждаются вопросы регуляризации оценок. 
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1. Введение. Изучение и оптимизация реальных объектов и процес-

сов с помощью математических методов начинаются с построения их 

моделей. Когда структура исследуемого объекта выявлена и определен 

класс моделей, пригодных для его описания, обычно возникает необхо-

димость в определении некоторых неизвестных параметров модели вы-

бранного класса, что составляет задачу параметрической идентифика-

ции. Точные значения или приемлемые оценки неизвестных параметров 

обычно находят в результате обработки входных и выходных сигналов 

системы на этапе идентифицирующего эксперимента.  

В настоящее время идентификация стала обязательным элементом 

и достаточно сложной стадией решения актуальных прикладных задач. 

При идентификации создаются адекватные модели, необходимые для 

практического использования математических методов и сложных 

наукоемких технологий. Поэтому разработка и совершенствование 

методов и алгоритмов идентификации имеют важное значение и для 

фундаментальной науки, и для инженерной практики. 

Понятиям, методам и алгоритмам идентификации посвящена об-

ширная литература [1–18 и др.]. Количество таких работ устойчиво 

растет, а область практического использования предлагаемых алго-
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ритмов постоянно расширяется. Особенно важное место они занимают 

на всех этапах создания, экспериментальной отработки и эксплуатации 

объектов ракетно-космической, авиационной, корабельной техники, 

а также других сложных автоматических и автоматизированных сис-

тем, комплексов различного назначения и видовой принадлежности. 

Наиболее сложные задачи оценивания приходится, в частности, ре-

шать при навигационно-баллистическом обеспечении полетов косми-

ческих аппаратов (КА), при разработке автономных систем управления 

полетом, в ходе летных испытаний и др. 

Для решения данного круга задач часто применяется известный 

метод наименьших квадратов (МНК). Этот метод также находит ши-

рокое применение при обработке количественных результатов естест-

венно-научных опытов, технических данных, астрономических и гео-

дезических наблюдений и измерений. 

Распространенность МНК во многом обусловлена тем, что при 

решении задач оценивания данным методом не требуется знания ста-

тистических характеристик ошибок измерений, которые во многих 

случаях неизвестны или известны с низкой точностью. 

 Технология применения МНК для решения различных приклад-

ных задач применительно к динамическим системам широко освещена 

в отечественной и зарубежной литературе. Она предусматривает со-

ставление критерия оптимальности, формирование нормальной систе-

мы уравнений и получение оптимальной оценки путем ее решения. По 

смыслу они представляют собой необходимые условия оптимальности, 

характерные для прямых методов оптимизации.  

Вместе с тем МНК может быть реализован на основе использова-

ния условий оптимальности оценок вариационного типа. Особый ин-

терес представляет рассмотрение задач идентификации динамических 

систем, поведение которых описывается непрерывными системами 

дифференциальных уравнений, а измерения проводятся в дискретные 

моменты времени. Именно к этому классу относятся многие приклад-

ные задачи. 

Некоторые вопросы обоснования и разработки соответствующей 

вариационной технологии рассматривались в работе авторов [7] при-

менительно к оцениванию параметров состояния нелинейных динами-

ческих систем.  

Данная статья посвящена вопросам вариационной идентификации 

параметров модели нелинейной динамической системы по критерию 

наименьших квадратов. При этом определяются и конкретизируются 

необходимые условия оптимальности оценок вариационного типа 

Труды СПИИРАН. 2009. Вып. 9 149



Труды СПИИРАН. 2009. Вып. 9. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2009. Issue 9. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

  

применительно к моделям дискретных и дискретно-непрерывных из-

мерений. Кроме того, рассматриваются вопросы регуляризации реше-

ний. 

2. Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу иденти-

фикации l -мерного вектора c  параметров модели нелинейной дина-

мической системы по результатам измерений, проводимых в N  точках 

i
t , заданных на интервале измерений 0   T tτ = − . 

Задача 1. Пусть динамика объекта описывается векторным диф-

ференциальным уравнением 

[ ]0 0 0  ( ,  ,  ), ( )  ,   ,  x x c t x t x t t Tφ= = ∈
� , (1) 

где x  — n-мерный вектор фазового состояния системы. 

Исходное состояние динамической системы 
0
x  полагаем задан-

ным. 

Измерениям подвергается m -мерный вектор 

[ ]) ,()( ctxt ψ=ψ . 

Измеренное значение вектора ψ  в момент 
i
t  обозначим, как 

( )  
i i

y t y=  и представим модель измерений в виде 

( )  [ ( ,  )]  
i i i

y t x t cψ δ= + ,    1,  i N= ,   [ ]0 ,  
i
t t T∈ . (2) 

Здесь 
i
δ  — m-мерный вектор случайных ошибок измерений. 

Требуется найти такую оценку вектора c , которая обеспечивает 

минимальное значение функционала: 

{ }
  1

 ( ),  [ ( ,  )]
N

i i i

i

I y t x t cρ ψ

=

= ∑ , (3) 

где  

  { ( ) [ ( ,  )]} { ( ) [ ( ,  )]}T

i i i i i iy t x t c W y t x t cρ ψ ψ= − − , 

  1,  i N= , 
(4) 

i
W  — симметрические матрицы весовых коэффициентов. 

Функции ( ,  ,  )x c tφ  и [ ( ,  )]ix t cψ  будем считать однозначными, 

ограниченными, непрерывными и дифференцируемыми по всем своим 

аргументам во всей области их определения. 

Предполагается выполнение известных условий наблюдаемости. 

3. Вариационные условия оптимальности оценок. Для решения 

поставленной задачи представим функционал (3) в эквивалентной ин-

тегральной форме. Для этого введем функцию 
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{ ( ),  [ ( )]}  { ( )  [ ( )]} ( ){ ( )  [ ( )]}T
y t x t y t x t W t y t x tρ ψ ψ ψ= − − , (5) 

где )(ty  и )(tW  — произвольные непрерывные дифференцируемые 

функции, принимающие в моменты 
i
t  соответственно значения 

i
y  и 

i
W  (например, полиномы Лагранжа). 

Тогда функционал (3) принимает вид 

{ }
0

  1

  ( ),  [ ( )] (   )

T N

i

it

I y t x t t t dtρ ψ δ

=

= −∑∫ , (6) 

где (   )
i

t tδ −  — импульсная дельта-функция. 

Далее расширим пространство состояний путем введения допол-

нительного вектора 1( )  x t c=  и системы 

0),()(
11 1

≡ϕ= txtx
x

� ; (7) 

ctx =)(
01

.  

Тогда задача 1 преобразуется в задачу 2 для расширенного 

k-мерного вектора состояний 1( )  [ ( ),  ( )]Tz t x t x t= , lnk += . 

Задача 2. Дано: 

( ,  )
z

z z tφ=� ,   
1

[ ,  ]
T

z xφ φ φ= , (8) 

iiii
tzty δ+ψ= )]([)( , 

{ }
0

  1

( ), [ ( )] ( )

T N

i

it

I y t z t t t dtρ ψ δ

=

= −∑∫ . 
 

Требуется найти оптимальную оценку вектора 
0
z  при заданном 

исходном состоянии системы 
0
x , что эквивалентно идентификации 

вектора параметров модели динамики c . 

Получим необходимые условия оптимальности 
0
z . Поскольку опти-

мальному значению 
0
z  соответствует и оптимальная траектория 

),(
0
tzz , то и условия оптимальности этой траектории можно рассмат-

ривать в качестве условий оптимальности 
0
z . Для определения таких 

условий, следуя известной процедуре вариационного исчисления, вве-

дем функцию 

[ ]
  1   1

( ,  ,  ) ( ,  ) ( ),  ( ,  ) ( )
j

k N

j z i
j i

H z t z t y t z t t tλ λ φ ρ ψ δ

= =

= + −∑ ∑ , (9) 
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и составим расширенный функционал 

0

*

  1

( )

T k
j

j
jt

z
I t H dt

t
λ

=

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥= − +

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ . (10) 

Рассмотрим далее первую вариацию этого функционала 

0

*

  1   1

( ) ( )

T k k
j

j j
jj jt

z H
I t z dt

t z
δ λ δ δ

= =

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥= − +

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∫ . (11) 

После интегрирования по частям это выражение принимает сле-

дующий вид 

0

*
0 0

  1   1

  1

( ) ( ) ( ) ( )

.

k k

j j j j
j j

T k
j

j
jjt

I t z t T z T

H
z dt

t z

δ λ δ λ δ

λ
δ

= =

=

= + +

⎛ ⎞∂ ∂
+ − +⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

∑∫

 (12) 

Необходимые условия оптимальности оценки вектора 
0
z  опреде-

ляются из условия равенства нулю первой вариации функционала 

0*
=δI . (13) 

Поэтому из (12) и (13) получаем следующие необходимые усло-

вия оптимальности траектории ),(
0
tzz  в виде известных уравнений 

Эйлера 

j

j

z

H

dt

d

∂

∂
−=

λ
,   kj )1(1= . (14) 

С целью определения граничных условий для сопряженных пере-

менных введем следующие обозначения: 

1 2
( ,  ,  ...,  )

n

T

z z zλ λ λ λ= , 

1 2( ,  ,  ...,  )Tn n n lμ λ λ λ
+ + +

= . 

Это позволяет представить вектор 
z

λ  в следующем виде 

( ,  )Tzλ λ μ= . 

Из анализа зависимостей (12) и (13) получаем следующие гранич-

ные условия для оптимальных значений сопряженных переменных: 

0)( =λ T , 0)(
0

=µ t , 0)( =µ T . (15) 
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Эти условия вместе с уравнениями движения (1) и известными 

начальными условиями движения 
0
x  образуют систему уравнений, 

решение которой относительно неизвестного значения 
0
z  и определя-

ет как оптимальную оценку вектора параметров модели c , так и по-

рождаемую ей траекторию 0( ,  )z z t . 

Сформулируем данный результат в обозначениях исходной зада-

чи 1 в виде следующей теоремы. 

Теорема 1. Оптимальная оценка вектора c  и соответствующая ей 

оптимальная траектория доставляют решение краевой задаче для сле-

дующей системы дифференциальных уравнений 

1

( ,  ,  ),

[ ,  ( ),  ] ( ),

( ,  ,  ) ,

T N

i

i

T

x x с t

y x t t t
x x

x c t
c

φ

φ ρ
λ λ ψ δ

φ
μ λ

=

⎧
⎪ =⎪
⎪ ∂ ∂⎪

= − + −⎨
∂ ∂⎪

⎪
∂⎪ = −

⎪ ∂⎩

∑

�

�

�

 (16) 

00
)( xtx = , 0)( =λ T , 0)()(

0
=μ=μ Tt .  

Отметим особенность интегрирования сопряженной системы, ко-

торая определяется наличием в правых частях дифференциальных 

уравнений импульсных Δ-функций. Это вызывает в моменты 
i
t  скач-

кообразное изменение соответствующих сопряженных переменных на 

значение производной от критериальной функции ρ  по вектору со-

стояния динамического процесса 

)()()(
iii
ttt λΔ+λ=λ

−+ ; (17) 

где    

{ }( ) ,  [ ( )]
i i i
t y x t

x

ρ
λ ψ

∂
Δ =

∂
; 1,  i N= . (18) 

C учетом скачков сопряженных переменных теорему 1 можно пе-

реформулировать в следующем эквивалентном виде. 

Теорема 2. Оптимальная оценка вектора 
0
x  и соответствующая ей 

оптимальная траектория доставляют решение краевой задаче для сле-

дующей системы дифференциальных уравнений 
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( ,  ,  ),

,

( ,  ,  ) ,

T

T

x x с t

x

x c t

c

φ

φ
λ λ

φ
μ λ

⎧
⎪ =
⎪

∂⎪
= −⎨

∂⎪
⎪ ∂
⎪ = −

∂⎩

�

�

�

 (19) 

при граничных и промежуточных условиях 

00
)( xtx = , 0)( =λ T , 0)()(

0
=µ=µ Tt , 

{ }
[ ( ),  ]

( ) ( ) [ ( ),  ]

Т

i
i i i i i

i

x t c
t t W y x t c

x

ψ
λ λ ψ+ −

∂
= + −

∂
,    1,  i N= . 

Согласно этим условиям для получения оптимальной оценки век-

тора c  необходимо решить относительно значений c  и 
0

λ  следую-

щую систему двух векторных краевых уравнений  

0( ,  ,  ) 0c Tλ λ = ; 

0( ,  ,  ) 0c Tμ λ = , 

заданных неявно на процедурах интегрирования системы (19). Для 

этого можно применить известные численные методы поиска корней 

нелинейных уравнений, например, метод Ньютона, его модификации 

и другие. 

При наличии непрерывных или дискретно-непрерывных измере-

ний в приведенные выше вариационные условия оптимальности оце-

нок вносятся соответствующие изменения. 

Так, например, если помимо дискретных измерений (2) проводят-

ся и непрерывные измерения согласно модели 

)()]([)(
111
ttxty δ+ψ= , 

где )(
1
tδ  — вектор ошибок измерений, и если относительный вес этих 

измерений задается весовой матрицей )(tW , то краевая задача ком-

плексного оценивания принимает вид: 
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{ }1
1 1

( ,  ,  ),

( ) ( ) [ ( )] ,

( ,  ,  ) ,

T T

T

x x с t

W t y t x t
x x

x c t
c

φ

φ ψ
λ λ ψ

φ
μ λ

⎧
⎪ =
⎪

∂ ∂⎪
= − + −⎨

∂ ∂⎪
⎪ ∂
⎪ = −

∂⎩

�

�

�

 (20) 

при граничных и промежуточных условиях 

00
)( xtx = , 0)( =λ T , 0)()(

0
=μ=μ Tt , 

{ }
[ ( ),  ]

( ) ( ) [ ( ),  ]

Т

i
i i i i i

i

x t c
t t W y x t c

x

ψ
λ λ ψ+ −

∂
= + −

∂
,    1,  i N= . 

4. Регуляризация оптимальных статистических оценок. Как 

известно, многие задачи статистического оценивания могут быть отне-

сены к некорректным обратным задачам. Мощным средством решения 

таких задач является метод регуляризации, созданный 

А. Н. Тихоновым и развитый во многих работах. 

В случае некорректности (плохой обусловленности) исходной за-

дачи 1 в соответствии с методом регуляризации [15] в качестве ее при-

ближенного решения следует принять такое значение вектора c , на 

котором сглаживающий функционал 

)()( cFcII α+=
α

 (21) 

принимает экстремальное значение. 

Выбор стабилизирующего функционала (стабилизатора) )(cF  

определяется характером решаемой задачи и обычно основан на апри-

орной информации об искомых параметрах c . Параметр регуляриза-

ции )0(, >αα также должен быть определенным образом согласован 

и с априорными данными о c , и с характеристиками ошибок измере-

ний. 

Очевидно, что необходимые условия оптимальности оценок ва-

риационного типа применительно к функционалу 
α
I  (21) могут быть 

получены по аналогии с предыдущим, либо на основе использования 

условий теоремы 2.  

Действительно, применение функционала (21) эквивалентно до-

бавлению в функционале (3) слагаемого 

)()(
0

cFc α=ρ . 
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Тогда по теореме 2 в системе условий (19) появляется дополни-

тельное граничное условие 

0
0 0

( )
( ) ( )  

c
t t

c

ρ
μ μ

+ −
∂

= −
∂

. 

Так как, согласно (19), 0)(
0

=µ
−

t , то при регуляризации оптималь-

ных оценок сопряженная система должна интегрироваться при на-

чальном условии  

c

cF

c

c
t

∂

∂
α−=

∂

ρ∂
−=μ

)()(
)( 0

0
. 

Соответствующий результат сформулируем в виде следующей 

теоремы. 

Теорема 3. Регуляризированная оценка вектора c  в задаче 1 и по-

рождаемая ей регуляризированная траектория доставляют решение 

двухточечной краевой задаче для канонической системы 

( ,  ,  ),

,

( ,  ,  ) ,

T

T

x x с t

x

x c t

c

φ

φ
λ λ

φ
μ λ

⎧
⎪ =
⎪

∂⎪
= −⎨

∂⎪
⎪ ∂
⎪ = −

∂⎩

�

�

�

 

при граничных и промежуточных условиях 

00
)( xtx = , 0)( =λ T , 

c

cF
t

∂

∂
α−=μ

)(
)(

0
, 0)( =µ T , 

{ }]),([
]),([

)()( ctxyW
x

ctx
tt

iii

i

i

Т

ii
ψ−

∂

ψ∂
+λ=λ −+ ,    1,  i N= . 

При решении задач навигационного оценивания обычно для ста-

билизирующего функционала принимается выражение вида 

)()()(
00

ccCcccF
T

−−=α . 

где 
0
c  — заданный опорный вектор, близкий к истинному значению 

c ; C  — некоторая симметрическая положительно определенная мат-

рица. 

В этом случае для определения начального значения сопряженно-

го вектора )(
0
tµ  в условиях теоремы 3 получаем расчетное соотноше-

ние 
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)()(
00

ccCt −=µ . 

Утверждения теоремы 3 можно конкретизировать для типовых за-

дач, связанных с определением регуляризованных оценок при различ-

ных структурах стабилизатора )(сF . 

5. Заключение. Подводя итог изложенному выше, необходимо 

отметить, что предлагаемые методические средства могут быть ис-

пользованы при разработке и модернизации алгоритмов оптимальной 

идентификации параметров моделей нелинейных динамических про-

цессов и систем различного целевого назначения. Кроме того, они мо-

гут применяться для планирования идентифицирующих эксперимен-

тов  
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