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Характеристики любого триботехнического узла, вне зависимости от реа-
лизуемого в конструкции режима трения в значительной мере определяются 
геометрией рабочих поверхностей, которые в результате механической обра-
ботки при изготовлении и изнашивания в ходе эксплуатации всегда имеют от-
клонения от номинальных конструкторских размеров. 

Представим поверхность трения в виде суммы независимых функций 

y)(x,ξy)ξ(x,
3

1ι
ι∑

=

= .        (1) 

Здесь ),(1 yxξ  — детерминированная функция, учитывающая макрогео-
метрические отклонения (неплоскостность, некруглость, нециллиндричность и 
т.п.) обусловленные износом, а также геометрическими и кинематическими по-
грешностями  обрабатывающего инструмента и технологического оборудова-
ния.  

 ),(2 yxξ  — детерминированная периодическая компонента. Составляю-
щая 2ξ , которую принято называть волнистостью возникает либо в процессе 
черновой механической обработки и зависит в основном от жесткости системы 
«станок- приспособление- инструмент- деталь» и соотношения скоростей пода-
чи инструмента, либо при обкатке шариком или роликом при финишном упроч-
нении.  

 ),(1 yxξ  — стохастическая микрогеометрическая  составляющая, которую 
принято называть шероховатостью. Шероховатость, возникающая при обработ-
ке поверхности, является следствием неоднородности физико-механических 
характеристик материалов детали и обрабатывающего инструмента. В процес-
се эксплуатации начальная шероховатость, как правило,  существенно изме-
нятся вследствие изнашивания 

 В основу измерений макрогеометрических отклонений, которые регла-
ментируются ГОСТ 24643-81, положен принцип прилегающих поверхностей. 
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Отклонение определяется как расстояние от некоторой точки реальной поверх-
ности до прилегающей номинальной поверхности. Измерения, как правило, 
проводят в точках регулярно распределенных по контролируемой поверхности. 
Фактически измерения проводятся в узлах  сетки, шаг которой зависит от тре-
буемой точности контроля. 

Таким образом, моделирование составляющей 1ξ  сводится к интерполя-
ции функции заданной в узлах сетки на всю область ее определения. При про-
ведении расчетных исследований триботехнических характеристик  функция 

),(1 yxξ  используется в разностных аналогах уравнений контактно-
гидродинамической задачи, поэтому естественно потребовать, чтобы порядок 
аппроксимации ),(1 yxξ был не ниже порядка аппроксимации исходных диффе-
ренциальных уравнений. Еще одним требованием является эффективность ин-
терполяции с алгоритмической точки зрения. 

Одним из методов интерполяции сеточных функций, удовлетворяющих 
перечисленным требованиям, является кусочно-полиномиальная сплайн ин-
терполяция [1, 2]. 

Введем сетку, в узлах которой определена функция ),(1 yxξ  
bxxxxxa ni =<<<<= ……210 , 1−−=Δ iii xxx ,     (2) 
dyyyyyc mj =<<<<= ……210 , 1−−=Δ jjj yyy . 

Определим функцию ),( yxg , которая в каждой ячейке сетки непрерывна и 
представляет собой бикубический сплайн вида 

l
j

k
i

lk

ji
lkji yyxxayxgyxg )()(),(),(

3

,

),(
,, −−== ∑ .      (3) 

Очевидно, что такой полином удовлетворяет требованиям непрерывности 
до производных второго порядка включительно.  

Потребуем, чтобы в узлах сетки функция ),( yxg  принимала заданные зна-
чения 

),(1, jiji yxg ξ=  , ni …,1,0= , mj …1,0= . 
Граничные условия зададим в виде 

o
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 Если интерполируется замкнутая сеточная функция, то одно из условий 
(4) или (5) заменяется соответствующим условием периодичности 

jnj gg ,,0 =  либо mii gg ,0, = .        (6) 
Найдем вначале функцию )(xg аппроксимирующую ),(1 ji yxξ  на линиях 

сетки y =const (в дальнейшем, в обозначении функции 1ξ нижний индекс бу-

дем опускать) 
l

l
i

i
li xxaxg )()(

3

0

)( −=∑
=

 , ni …2,1= . 

Так как вторая производная )(xg  непрерывна и линейна на каждом отрез-
ке сетки [ ]ii xx ,1− , то 



Труды СПИИРАН. 2002. Вып. 1. Т. 2. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2002. Issue 1. V. 2. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

 278

i

i
i

i

i
i x

xx
m

x
xx

mg
Δ
−

+
Δ
−

=′′ −
−

1
1  ,        (7) 

где )( ii xgm ′′= , )( 11 −− ′′= ii xgm . 
 Проинтегрируем выражение (7) 
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после определения констант интегрирования  из равенств 
11 )( −− = iixg ξ , iixg ξ=)(  получим 
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 Так как функция (9) непрерывна во всех узловых точках, то приравнивая 
производные, вычисленные на смежных участках сетки ixΔ  и 1−Δ ix , получим 
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Дополнив уравнения (10) равенствами 
0=nm  и 00 =m ,        (11) 

которые соответствуют граничным условиям (5), получим систему линейных ал-
гебраических уравнений 
  [ ] bmA = .         (12) 
 Квадратная матрица [ ]A  и векторы mG  и b

G
, размером n-1, имеют вид 
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 Матрица [ ]A  имеет строгую трех диагональную форму. Для решения та-
ких систем эффективен метод прямой прогонки [3]. На первом этапе по рекур-
рентным формулам формируется вектор прогоночных коэффициентов αG  и β

G
. 
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На втором этапе вычисляются компоненты искомого вектора mG  

iiii mm 111 −−− −= αβ ,  11 −− = nnm β , 1,),3(),2( …−−= nni . 
Если аппроксимируется периодическая функция, то вместо равенств (11) 

система должна быть дополнена условием nmm =0 . В этом случае матрица [ ]A  
размером n теряет строгую диагональную форму 
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Для решения систем с такой структурой матрицы может быть применен 
модифицированный метод прогонки. На первом этапе матрица (15) приводится 
к верхнему треугольному виду, т.е. во всех строках, кроме последней, приво-
дятся к нулю все элементы, расположенные слева от главной диагонали и мат-
рица принимает вид 
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Коэффициенты матрицы [ ]A  и вектора β
G

 определяются по формулам 

i

ii
i C
A 1, +=α , 

i

iiii
i C

Ab 1,1 −−−
=

β
β , 

i

iii
i C

A 1,1 −−−
=

γ
γ ,     (17) 

1,1, −−−= iiiiii AAC α ,   )1(,3,2 −= ni … , 
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 Затем из последней строки исключается коэффициент nα  и вычисляется 
искомое nm . 
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nk α−=1 , iii kk α−=+1 ,  )2(2,1 −= ni … . 
Остальные элементы вектора m определяются по рекуррентной формуле  

 niiiii mmm γαβ +−= −−− 111 ,  2),2(),1(, …−−= nnni . 
Аналогичным образом может быть определена функция )(yg , аппрокси-

мирующая ),( yxξ  на линиях сетки constx = . 
Найдем теперь значение функции ),( yxg  в точке [ ]yx,  лежащей вне ли-

ний сетки. Пусть ii xxx <<−1  и jj yyy <<−1 . Предварительно решим  m+1 од-
номерных задач на линиях сетки jyy =   mj ,,1,0 …=  и найдем значения 

),()(
ji

x yxg в узлах сетки. Затем,  решив n+1 задач на линиях ixx =   ni ,,1,0 …= , 

найдем ),()(
ji

y yxg также во всех узлах сетки. Так как )(xg  и  )( yg  вторые произ-
водные кубических сплайнов, то значения ),( yxg  в точках [ ]yxi ,  и [ ]yxi ,1−  вы-
числим по формулам аналогичным (8) 
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Решим m+1 одномерных задач на линиях jyy = , принимая в качестве 

функции значения ),()(
ji

y yxg , которые определены выше, в результате найдем 

),( 1
)( yxg i
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−  и ),()( yxg i
x . Окончательно значения ),( yxg  вычислим по формуле 
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Таким образом, для определения ),( yxg  в произвольной точке сетки необ-
ходимо предварительно решить )1()1(2 +++ nm  линейных алгебраических сис-
тем типа (12), а затем по формулам (18)-(20) найти искомую величину. Отме-
тим, что можно изменить порядок проведения расчетов, тогда необходимо бу-
дет решать систему линейных уравнений )1()1(2 +++ mn раз. Приведенный ал-
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горитм целесообразно  использовать для вычисления  коэффициентов в каж-
дой ячейке сетки. В этом случае предварительно формируется массив коэф-
фициентов размером 4mn, а искомое значение ),( yxg  вычисляется сразу по 
формуле (20). 

Составляющая ),(2 yxξ  представляет собой детерминированную периоди-
ческую функцию, амплитуда и период которой определяются по результатам 
обработки профилограмм. Существенным является то обстоятельство, что шаг 
волнистости значительно больше шага шероховатости поверхности и, следова-
тельно, длина профилограмм должна быть также больше базовой длины про-
филограммы на которой измеряется шероховатость. Такие «протяженные» 
профилограммы принято называть волнограммами или периодограммами.  
Для определенности примем, что волнистость направлена по оси x, тогда     

),(2 yxξ  можно представить в виде  xAxAxyx ϖϖξξ sincos)(),( 212 +== . 
Амплитуды гармоник 1A  и 2A  могут быть определены в результате обра-

ботки профилограмм. В качестве оценок 1A  и 2A примем величины, обеспечи-
вающие минимум функционала 
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22 sin ω , ∫==

L

xdxxaa
0

2112 sincos ωϖ , 

∫=
L

xdxxb
0

1 cos)( ωξ , ∫=
L

xdxxb
0

2 sin)( ωξ . 

Так как профилограмма может быть выбрана любой длины, то можно принять 

kL
ω
π2

= , тогда   012 =a ,   5.02211 == aa .  

Окончательно имеем  ∫=
L

xdxxA
0

1 cos)( ωξ ,  ∫=
L

xdxxA
0

2 sin)( ωξ . 

Шероховатость поверхностей согласно ГОСТ 246443-81 оценивается по 
результатам обработки профилограмм, которые можно рассматривать как се-
чения  стохастической поверхности ),(3 yxξ  нормальной плоскостью.  Будем 
считать, что профилограмма это функция )(tξ . Очевидно, что ее ординаты рас-
пределены случайным образом. Конкретная реализация функции зависит от 
большого случайных факторов имеющих  различные функции распределения 
случайных параметров. Согласно центральной предельной теореме процесс, 
являющийся результатом взаимодействия многих факторов, имеет многомер-
ные распределения, близкие к нормальному (гауссовскому). Это положение 
подтверждается результатами обработки профилограмм, снятых с поверхно-
стей различных деталей. В работах [4, 5] показано, что в большинстве случаев, 
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вне зависимости от технологии обработки и материала детали, профилограм-
мы могут рассматриваться как реализации гауссовского стационарного в широ-
ком смысле процесса с эргодическими свойствами. То есть, при достаточной 
протяженности процесса, вне зависимости от выбора начальной точки все ста-
тические характеристики могут быть определены  по результатам обработки 
одной реализации. Такие процессы статистически однозначно определяются 
математическим ожиданием ξm  и автокорреляционной функцией )(τξK , кото-
рая зависит только от разности аргументов 12 tt −=τ . 

В дальнейшем при моделировании шероховатости будем рассматривать 
случайные функции )(tξ   с  ξm =0  и дисперсией 1)0(2 == ξξσ K . Функции с други-
ми параметрами могут быть получены как результат преобразования  

)()( 2 tmt ξσξ ξξ += .           (21) 
В соответствии с ГОСТ шероховатость нормируется параметрами aR  и zR  

dtt
L

R
L

a ∫=
0

)(1 ξ ,  )(
5
1 5

1
min

5

1
max ∑∑ −= iiz hhR .     (22) 

Здесь L  — базовая длина профилограммы, maxih  и minih  — пять высших и 
низших точек профилограммы, измеренных от средней линии в пределах базо-
вой длины. Параметры шероховатости  по данным [4] для различных классов 
чистоты поверхности приведены в таблице 1. 

 Рассмотрим связь между aR  и ξσ . Введем функцию 

⎩
⎨
⎧ >

=
0

)(......1* htприξ
ξξ  .        (23) 

Найдем длину линии ∑= ill , которая является суммой длин отрезков  пе-
ресечения функции )(tξ  и consth =  

dtthl
L

)()(
0

*∫= ξξ , с другой стороны { }dthtPhl
L

>= ∫
0

)()( ξ . 

Подынтегральное выражение представляет собой вероятность того, что 
ордината функции )(tξ   больше h. С учетом того, что )(tξ -  гауссовский процесс 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−=
σ
hLhl 12)( . 

Здесь dxxx
x

)
2

exp(
2
1)(

2

∫
∞−

−=Φ
π

 — функция вероятности нормального рас-

пределения. Выразим aR  через )(hl   

dhhdhhl
L

Ra ∫∫
∞∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−==

00

12)(1
σ

. 

Так как  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−∫

∞

σσπ
σ

σ
xxxdxh

x

1)
2

exp(
2

1 2

2

, 

то 
π

σ 2
=aR . 

Очевидно, что параметр aR  не является  исчерпывающей характеристикой 
профилограммы, связь между ординатами одного случайного процесса в мо-
менты времени  1t   и  2t  определяется корреляционной функцией 
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∫
+

⋅+=
τ

τξξτ
L

dttt
L

K
0

)()(1)( .         (24) 

Так как  )(tξ  — гауссовский процесс с нулевым математическим ожидани-
ем и единичной дисперсией, то )(τK  обладает следующими свойствами 

∞<⋅

=<

∫
∞

∞−

ττ

τ

dK

KK

)(

1)0()(
. 

Аппроксимируем  (4) функцией )(τξK , которая имеет указанные свойства 
)exp()( τατξ −=K  .         (25) 

Коэффициент затухания α  определим через интервал корреляции τR . Под τR  
будем понимать интервал τ , при котором )(τK  принимает заданное пороговое 
значение, обычно 05,0)( =τRK , тогда 

ττ

τα
RR

RK 3)(ln
≈=  .         (26) 

Корреляционная функция может быть представлена в виде суммы беско-
нечного числа гармоник с непрерывно меняющейся частотой u , иначе говоря, 
функция может быть разложена в непрерывный спектр. Спектральная плот-
ность )(uSξ  и корреляционная функция  )(τξK  связаны преобразованием Фу-
рье. 

ττ
π

τ
ξξ deKuS iu−

∞

∞−
∫= )(

2
1)( .         (27) 

Для функции (25)  спектральная плотность имеет вид 

)(
)( 22 u
uS

+
=

απ
α

ξ .          (28) 

Двухмерную шероховатую поверхность будем рассматривать как случай-
ное поле, статистические характеристики которого определяются в результате 
обработки прфилограмм. Профилограмма, как уже отмечалось выше, может 
рассматриваться как случайная функция, являющаяся сечением случайного 
поля  нормальной плоскостью. Если статистические характеристики сечения не 
зависят от ориентации секущей плоскости, то такое поле является однородным  
изотропным, и его характеристики с учетом эргодических свойств могут быть 
определены по единственной реализации. Шероховатость реальных поверхно-
стей, как правило, анизотропная. Типичной является ситуация, при которой aR   
— величина постоянная, а τR  меняется в зависимости  от ориентации секущей 
плоскости. Обычно параметры шероховатости контролируются в двух перпен-
дикулярных направлениях совпадающих  с направлениями продольной и попе-
речной подачи режущего инструмента.  Для таких поверхностей корреляцион-
ная функция может быть представлена в виде 

)()()( 2211 xKxKxK = .         (29) 
Здесь )( 11 xK  и )( 22 xK - независимые корреляционные функции по осям 1x  и 2x  
соответственно. В этом случае и частотные спектры поля по осям  1x  и 2x  так-
же имеют независимые функции плотности распределения, т.е. 

)()()( 21 uSuSuS = , 
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1)( =∫
∞

∞−
iii duuS ,   2,1=i . 

Таким образом, для моделирования шероховатой поверхности, которая 
рассматривается как неизотропное однородное гауссовское поле, необходимо 
задать параметр шероховатости aR  или zR  и интервалы корреляции )( 1xRτ  и 

)( 22 xR . Отметим, что в качестве корреляционной может быть выбрана любая 
функция, обладающая свойствами (25). 
 Цифровое моделирование случайных полей рассматривается в работах 
[6,7]. Одной из моделей, позволяющих построить легко реализуемый алгоритм 
эффективный с точки зрения затрат ресурсов ЭВМ, является непараметриче-
ская модель скалярного поля [6]. 

[ ]{ })(sin()(cos),( 00 XXVxXVzmX TT −+−+=Ω ςξξ σζ .     (30) 
Здесь ),( 21 xxX =  — вектор координат моделируемого поля, 0x  — начальный 
детерминированный аргумент поля, ),( Vzζ=Ω  — случайный параметр поля, 

),( 21 vvV =  — вектор пространственных частот поля, компоненты которого име-
ют плотности распределения  )( 11 uS  и )( 22 uS  соответственно, ζz  — случайная 
величина с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией. 

Модель нормированного поля )1,0( == ξξ σm представим в виде 

( )[ ]4sin2),( 0
πζ ξ ++=Ω xXVzX T  .       (31) 

Поле (31) адекватно моделируемому полю )(xξ  на уровне первых двух 
моментов и корреляционной функции. В работе [6] показано, что для гауссов-
ских полей, для того чтобы обеспечить адекватность  до первых четырех мо-
ментов, случайная величина ζz  должна иметь плотность распределения  

2

)( λλλϕ
ζ

−= ez , [ ]+∞∞−= ,λ .       (32) 
Модули компонентов вектора V являются независимыми случайными ве-

личинами с известными функциями распределения (28).  
Таким образом, модель (31) сводится к определению независимых слу-

чайных величин 21 ,, vvzζ , для которых известны функции распределения. Мо-
делирование этих величин проводится методом обращения. Пусть ξ  — слу-

чайная величина, а ∫=Φ
y

dxyy
0

)()( ϕ  функция ее распределения, тогда модели-

рование ξ  осуществляется преобразованием  
)(1 γφξ −= ,           (33) 

где )1,0(Rav−γ  — величина, равномерно распределенная в интервале [0,1]. 
Выражение (33) означает решение уравнения γξφ =)( . 

Для функции (28) моделирующий алгоритм имеет вид  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1γπα tgV ii  , 2,1=i ,        (34) 

для функции (12) 
γln−±=z  .          (35) 

Конечномерные распределения ординат поля (31) отличаются от нор-
мального закона. 
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Если рассматривать это поле как пространственную гармонику, то поле 

∑
=

Ω=
N

i
N X

N
X

1

),(1)( ζη          (36) 

является суммой N гармоник и согласно центральной предельной теореме все 
конечномерные распределения такого поля при ∞→N  асимптотически нор-
мальны. Фактическое значение N  при моделировании определяется по крите-
рию согласия  2ωn  (критерий Смирнова — Колмогорова) [8]. Показатель согла-
сия вычисляется по формуле 

( )
2

1

2

2
12

12
1 ∑

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−+=
n

i
i n

ix
n

n φω .        (37) 

Здесь )( ixφ - интеграл вероятности нормального распределения для аргумента 
поля ix , n - число аргументов поля, так как моделирование проводится на сетке 
то удобно принять в качестве n  число узлов сетки. Если показатель согласия 
(37) менее 0.4614, то распределения ординат поля является нормальным с ве-
роятностью не менее 0.95. Если это условие не выполняется, то в модели (36) 
следует увеличить число пространственных гармоник.  
 

Таблица 1. Параметры шероховатости. 
Класс шероховатости 

поверхности aR   мкм zR   мкм L  мм 

1 
2 
3 

80-40 
40-20 
20-10 

320-160 
160-80 
80-40 

 
8,0 

 
4 
5 

10-5,0 
5,0-2,5 

40-20 
20-10 

2,5 

6 
7 

2,5-1,25 
1,25-0,63 

!0-6,3 
6,3-3,2 

0,8 

8 
9 
10 
11 
12 

0,63-0,32 
0,32-0,16 
0,16-0,08 
0,08-0,04 
0,04-0,02 

3,2-1,6 
1,6-0,8 
0,8-0,4 
0,4-0,2 
0,2-0,1 

 
 

0,25 

13 
14 

0,02-0,01 
<0,01 

0,1-0,05 
0,05-0,025 

0,08 
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