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ГИПЕРДЕЛЬТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 
НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Известно, что нормальное распределение вероятностей 
может быть представлено дискретным гипердельтным рас-
пределением в аналитическом виде [6]. С учётом трёх на-
чальных моментов это представление имеет вид

 1 1 2 2( ) ( ) ( ),f t C t T C t T≈ Δ − + Δ −   (1)

где 2 2( ) (1/ 2 )exp( ( ) / 2 )f t t m= πσ − − σ  – плотность вероят-
ности аппроксимируемого распределения; C1, C2 – вероят-
ности, C1 > 0, C2 > 0, C1 + C2 = 1; Δ(t) – дельта-функция Ди-
рака; T1 > 0, T2 > 0 – положительные постоянные величины. 
Неизвестные значения Ci, Ti, i = 1,2 вычисляются из четырёх 
нелинейных уравнений, составленных методом моментов. 
В результате решения получают

 1( ) ( ( ) ( )),
2af t t m t m= Δ − + σ + Δ − − σ   (2)

где m, σ – параметры аппроксимируемого распределения.
В статье [7] показано, что если хотя бы один из параме-

тров Ti, i = 1,2 принимает отрицательное значение, т. е. распо-
лагается на отрицательном луче вещественной оси абсцисс, 
то можно составить аналогичную [6] систему нелинейных 
уравнений. В ней для определения искомых параметров при-
меняются не обычные производные от дельта-функций, а 
производные от характеристических функций:
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В системе уравнений (3) использованы обозначения ха-
рактеристической функции и её производных, а также мни-
мая единица 1i = − .

Система уравнений (3), в отличие от предшествующей 
системы, может иметь как положительные, так и отрицатель-
ные значения начальных моментов νj, j = 1–3. Выражения 

Аннотация. Представлен метод приближённого решения 
интегрального уравнения Винера – Хопфа при гладких рас-
пределениях вероятностей, составляющих его компонент. Ме-
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распределений. Использование в ней преобразования Фурье 
и характеристической функции позволяет работать в методе 
со случайными величинами, сосредоточенными на всей веще-
ственной оси абсцисс.
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ВВЕДЕНИЕ

К рассматриваемым в настоящей статье задачам по духу 
и направленности можно отнести небольшое число публи-
каций. Для примера отметим следующие из них.

В [1] рассматриваются вопросы решения интегрального 
уравнения Винера – Хопфа на основе использования двух 
вариантов аппроксимации, одна из которых проводится на 
основе теоремы дискретизации Шеннона. Указываются гра-
ницы применимости и приложения к задачам статистики.

В [2] рассмотрен новый класс обобщенных вариаци-
онных неравенств и новый класс обобщенных уравнений 
Винера – Хопфа, включающих многозначные и не расши-
рительные отображения в вещественном Гильбертовом про-
странстве.

В статье [3] рассматривается применение методов ап-
проксимации для решения операторных уравнений, содер-
жащих дискретный оператор Винера – Хопфа. Приводятся 
оценки погрешности и затухающие свойства решений, по-
лучаемых с точки зрения некоторых гладких пространств.

В работе [4] рассматриваются некоторые приложения 
Дельта-функции Дирака к решению задач статистики. При 
этом некоторые известные результаты обобщаются на слу-
чай двух переменных.

В докладе [5] рассматривается применение смесей 
Дельта-функций Дирака (гипердельтного распределения) для 
аппроксимации плотностей функций распределений в ана-
литической форме. Предлагаются субоптимальные решения 
и процедура вывода, основанная на последовательном раз-
биении пространства состояний и размещении компонентов 
с помощью локальной оптимизации.
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для дельта-функций в отличие от Δ(t – a) могут принимать 
вид Δ(t + a), а функция Хевисайда (для вырожденного рас-
пределения вероятностей) – вместо ( ) itat eϕ =  – ( ) itat e−ϕ = ,
где a – некоторая вещественная постоянная.

Это позволяет распространить метод аппроксимации ве-
роятностей не только на положительные значения, но и на 
положительные и отрицательные значения случайной ве-
личины. Предложенная коррекция метода основывается на 
применении вместо преобразования Лапласа преобразования 
Фурье и характеристической функции.

ПРИМЕР АППРОКСИМАЦИИ 
ДВУХ НОРМАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Пусть заданы две плотности вероятности нормального 
распределения. Первая характеризует время между заявка-
ми, поступающими в одноканальную СМО:

 2 2( ) (1/ 2 )exp( ( ) / 2 )a x x n= πδ − − δ   (4)

с параметрами n = 20h, δ = 5h. Вторая характеризует время 
обслуживания:

 2 2( ) (1/ 2 )exp( ( ) / 2 )b x x m= πσ − − σ   (5)

с параметрами m = 10h, σ = 3h. Требуется представить вы-
ражения (4) и (5) в виде гипердельтных распределений. Для 
распределения (4) будем иметь:

 1( ) ( ( 15) ( 25))
2aa x x x≈ Δ − + Δ − .  (6)

Для распределения (5) получим:

 1( ) ( ( 7) ( 13))
2ab x x x≈ Δ − + Δ − .  (7)

Выражения (6) и (7) получены из формулы, приведенной 
в [6]:

 1( ) ( ( ) ( ))
2

f x x m x m≈ Δ − + σ + Δ − − σ .  (8)

Изображения Лапласа (6) и (7), соответственно, будут 
равны:

 15 25 7 131 1( ) ( ); ( ) ( )
2 2

s s s s
a aa s e e b s e e∗ − − ∗ − −≈ + = + ,  (9)

где *, s – символ преобразования и переменная Лапласа.

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ ДЛЯ ФОРМУЛ 
ПЛОТНОСТЕЙ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Характеристическая функция плотности вероятности 
f (x) определяется выражением

 ( ) ( )i t xt e f x dx
∞

−∞

ϕ = ∫ ,  (10)

в котором 1i = − . Если случайная величина сосредоточена 
на положительной полуоси абсцисс, тогда характеристиче-
ские функции для (4) и (5) принимают вид

 ( ) ( )1( ) ( );
2

i t n i t n
a t e e−δ +δϕ = +   (11)

( ) ( )1 ( ).
2

i t m i t m
b e e−σ +σϕ = +

Если случайная величина сосредоточена на отрицатель-
ной полуоси абсцисс, то характеристические функции для 
(4) и (5) принимают вид
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Характеристическая функция для суммы случайных ве-
личин, имеющих плотности вероятностей (4) и (5), опреде-
ляемая плотностью вероятностей
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t

c x b x z a z dz+ = −∫   (13)

принимает вид

 ( )( ) cos( ) cos( ),i t n mt e t t=
+ϕ = δ σ   (14)

а характеристическая функция для разности случайных ве-
личин, определяемая плотностью вероятностей

 
0

( ) ( ) ( )c x b x z a z dz
∞

− = +∫ ,  (15)

– вид

 ( )
_ ( ) cos( ) cos( )n m i tt e t t− −ϕ = δ σ .  (16)

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСИМУМА 
В ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Рассмотрим решение задачи о распределении максимума 
на примере системы массового обслуживания для однока-
нальной системы G/G/1, приведённое в [8]. Основное ре-
куррентное соотношение для данной СМО представляется 
в виде

 1 max[0, ],n n nw w u+ = +   (17)

где wn+1 – время ожидания обслуживания поступающего 
требования в систему с номером n + 1; un = xn – tn – раз-
ность между временем обслуживания n-го требования и про-
межутком времени между моментами поступления n-го и 
n + 1-го требований. Обе случайные величины sn и tn неза-
висимы от номера n и друг от друга и распределены с плот-
ностями вероятностей b(t) и a(t), а их разность распределена 
с плотностью вероятности

 
0

( ) ( ) ( )c t b t u a u du
∞

= +∫ .  (18)

Определяемая функция распределения времени ожида-
ния требования в системе при условии, что существует её 
стационарный предел, представляется уравнением

 
( ) ( ) , 0,

( )

0, 0.

t
W t u c u du t

W t

t
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∫   (19)
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В книге [8] обсуждались способы преодоления трудно-
стей при изучении системы G/G/1 путём построения прибли-
жений и границ для точных решений. Среди них – довольно 
грубое дискретное приближение. Идея этого подхода состоя-
ла в изменении входных распределений A(t) и B(t) таким 
образом, чтобы основное рекуррентное соотношение (17) 
позволяло получать прямое аналитическое решение для рас-
пределения времени ожидания.

Итеративное решение этого уравнения достаточно про-
сто, когда обе входные случайные величины представляются 
дискретными случайными величинами. В моменты времени 
kτ (k = 0, 1, 2, …, с единицей отсчёта времени τ) они при-
нимают только ненулевые значения. Тогда можно записать 
предел рекуррентной процедуры, получить систему линей-
ных разностных уравнений, которая может быть решена 
методом Z-преобразований, и узнать точное распределение 
времени ожидания.

Но если случайные величины непрерывны, то возникает 
задача: как непрерывные случайные величины аппрокси-
мировать дискретными таким образом, чтобы сохранялось 
существо искомого решения. Вопрос, как выбрать такое 
приближение, ещё не исследован. Естественная рекомен-
дация состоит в том, чтобы согласовать как можно больше 
моментов исходных распределений, начиная с первого мо-
мента. Исследование точности такого приближения только 
начинается [3].

В данной статье попытаемся проиллюстрировать этот 
метод на примере аппроксимации нормальных распределе-
ний с точностью до трёх начальных моментов. Используя 
гипердельтное распределение, можно определить моменты 
скачков входных распределений. Распределения вероятно-
стей в соответствии с (6) и (7) будут равны:
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  (21)

Так как берутся только дискретные случайные величины, 
можно записать ( ) [ ]na k P t k= = τ  и ( ) [ ]nb k P x k= = τ . Дис-

кретные функции могут быть представлены и как плотности 
вероятностей с импульсами в соответствующих точках, как 
мы показали в первом разделе статьи.

Если пользоваться уравнением (17), то можно найти рас-
пределение вероятностей для un. Определив ( ) [ ]nc k P u k= = τ ,
так как un = xn – tn, очевидно, что c(k) в общем виде пред-
ставляется свёрткой [8]:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

c k a k b i a k i b i
∞

=−∞
= − ∗ = − +∑ .  (22)

Если a(k)и b(k) содержат небольшое число членов, то 
свёртка легко вычисляется. Но остаётся нерешённым во-
прос, как выбрать единицу отсчёта времени τ.

Пример 1. Представим плотности исходных распреде-
лений (4) и (5), используя формулу (8) в виде дискретных 
распределений. Эти распределения применительно к свёртке 
(22) показаны на рис. 1. Распределение a(–k) показано на 
отрицательной полуоси. Для уменьшения размера рисунка 
масштаб по оси абсцисс изменён, численные значения ин-
тервалов между дельта-функциями, указанные в (6) и (7), не 
соответствуют реальным значениям.

Для выполнения рекуррентной процедуры в уравнении 
(17) предположим, что начальная величина w0 = 0. Кроме 
того, определим вероятность pn = P [wn = kτ]. Теперь можно 
применить рекурсию, состоящую в выполнении операций, 
описанных уравнением

 1( ) ( ( ) ( ))n nw y w y c y+ = π ⋅ ,  (23)

в котором π-оператор заменяет плотность вероятности свое-
го аргумента путём замены всей вероятности, связанной с 
отрицательными значениями, на импульс в точке y = 0, пло-
щадь которого равна этой вероятности. Предельное решение 
следует из уравнения

 ( ) ( ( ) ( ))w y w y c y= π ⋅ .  (24)

Оно даёт стационарную плотность вероятности времени 
ожидания в системе. Эта плотность должна быть такой, что 
когда она образует свёртку с c(y) и результирующая плот-
ность переносит свою вероятность с отрицательной оси в 
импульс, расположенный в нуле, результирующая плотность 
имеет такой же вид, как и w(y), с которой начиналось рас-
смотрение.

Для численного расчёта примем следующие значения 
параметров плотностей: для a(x) n = 11h, δ = 3h, а для b(x) 

Рис. 1. Дискретное представление исходных распределений
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m = 10, σ = 3h. В этом случае выражение для свёртки (22) 
принимает вид

 1( ) ( ( ) ( 2) ( 5) ( 7))
4

c x x x x x= Δ + Δ − + Δ + + Δ − .  (25)

График этого выражения показан на рис. 2.
Далее поступая, как описано в начале примера, и полагая 

k = x, можно записать выражение для определения величины 
вероятности на k-м шаге:

     
1 1 1 1( ) ( 5) ( ) ( 2) ( 7),
4 4 4 2

1,2,3,...

p k p k p k p k p k

k

= + + + − + −

=
  (26)

Граничное уравнение для p(0) равно:

 1 1 1 1(0) (0) (5) ( 2) ( 7), 0.
4 4 4 4

p p p p p k= + + − + − =  (27)

Теперь имеем знакомую задачу решения системы линей-
ных разностных уравнений. К такому же результату приво-
дит метод факторизации Винера. Достоинство описанного 
здесь метода состоит в том, что он использует в явном виде 
дискретную природу случайных величин. В обоих случаях 
трудная часть решения состоит в нахождении корней мно-
гочлена (корни знаменателя ( ) ( ) k

k
P z p k z= ∑ , тогда как в 

методе факторизации спектра корни находят из выражения 
A*(–s)B*(s) – 1 [8].

В данном разделе статьи показано, как превратить непре-
рывные задачи в дискретные, для которых применимы до-
вольно простые методы. Это проиллюстрировано решением 
задачи при обоих нормальных распределениях случайных 
величин между требованиями их обслуживания. Однако 
вопросы выбора шага дискретизации и адекватности при-
ближения требуют дальнейшего исследования. Здесь мы 
показали, как переходить от непрерывных распределений к 
дискретным на основе гипердельтного распределения. Для 
выполнения численного расчёта распределения времени 
ожидания в системе при любых непрерывных распределе-
ниях мы рекомендуем процедуру со свёрткой, детально из-
ложенную в [8].

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАКСИМУМА 
В НЕПРЕРЫВНОМ ВИДЕ

Решение уравнения (17) на основе гипердельтной ап-
проксимации возможно не только в дискретном, но и в 
непрерывном виде. Принцип такого подхода заключается 
в том, чтобы использовать для решения уравнения (17) не 
плотности вероятностей исходных распределений a(x) и b(x), 
а их характеристические функции, а более конкретно – ха-
рактеристическую функцию их разностной свёртки (15).

Представляя начальную и все последовательные веро-
ятности состояний Pn СМО также характеристическими 
функциями, производя их последовательное свёртывание с 
характеристической функцией разности исходных случай-
ных величин и сдвигая на каждом шаге отрицательную ве-
роятность в начало координат, получим на положительном 
луче оси абсцисс характеристическую функцию случайной 
величины времени ожидания.

Иначе говоря, операция решения (17) на основе гипер-
дельтной дискретной аппроксимации заменяется операцией 
решения этого уравнения на основе действий с характери-
стическими функциями тех же исходных случайных вели-
чин, указанных в разделе «Пример аппроксимации двух 
нормальных распределений». Для рассмотренных в нём 
двух нормальных распределений выражение для характери-
стической функции свёртки плотности разности случайных 
величин будет равно

 ( )( ) cos( ) cos ( )n m tt e t t− −ϕ = σ δ .  (28)

Характеристическая функция начальной единичной ве-
роятности состояния СМО будет принимать вид

 P(0) = 1.  (29)

Далее следует применять алгоритм вычисления, анало-
гичный дискретному алгоритму, рассмотренному в [8].

Шаг 1. Произвести свёртку характеристических функций 
(28) и (29).

Шаг 2. По полученной свёртке вычислить вероятность 
попадания случайной величины на отрицательную часть оси 
абсцисс. Полученную вероятность сосредоточить в нуле оси 
абсцисс.

Рис. 2. Графическое изображение дискретной свёртки
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Шаг 3. Получить составную плотность вероятности на 
положительной полуоси абсцисс и найти для неё характери-
стическую функцию.

Шаг 4. Умножить полученную характеристическую 
функцию на характеристическую функцию (28).

Далее шаги 2–4 необходимо последовательно повторять 
до тех пор, пока плотность вероятности на положительной 
полуоси абсцисс не будет изменяться, т. е. совпадать с пред-
шествующей на ней плотностью вероятности.

После этого следует использовать полученную плотность 
вероятности для нахождения стационарной функции рас-
пределения времени ожидания обслуживания поступающего 
требования в СМО.

Вместо исходных нормальных распределений могут ис-
пользоваться любые распределения, плотности вероятно-
стей которых позволяют на основе гиперэкспоненциальной 
аппроксимации получать необходимые характеристические 
функции. Свёртки сводятся к перемножению характеристи-
ческих функций.

На элементарном примере покажем, как вычислить зна-
чения распределения времени ожидания в начале первого 
и второго циклов – характерные разрывные значения, при-
сущие началу распределения времени ожидания.

Положим, что заданы значения параметров указанных 
нормальных распределений: n = 11h, δ = 2h, m = 10h, σ = 3h. 
Тогда скачок распределения времени ожидания в начале 

первого цикла определится как 
0

01 ( )c z dz
−∞

− ρ = ∫ и численно 

будет равен 1 – ρ0 = 0,609. Соответствующая характеристи-
ческая функция равна ( )( ) cos( )(cos )n m i tt e t t− −ϕ = σ δ . Вы-
числим начальные моменты c (x): ν1 = –1h, ν2 = 14h, ν3 = –40h 
и, решив систему уравнений гипердельтной аппроксимации, 
найдём значения искомых параметров C1 = 0,5, C2 = 0,5, 
T1 = –4,606h, T2 = 2,606h. Составим по ней аппроксимацион-
ную функцию ( ) 0,5 ( 2,606) 0,5 ( 4,606)F x x x= Φ − + Φ + , а 
затем найдём условную функцию распределения для поло-

жительной полуоси 1
( ) ( )( , )

1 ( )
F x FF x

F
+ τ − τ

τ =
− τ

. Обе функции 

показаны на рис. 3.
Величина τ = –5. Легко записать выражение для условной 

плотности вероятности, расположенной на положительной 
полуоси:
 1( ) 0,5 ( ) 0,5 ( 7,606)c x x x= Δ + Δ − .  (30)

Соответствующая (30) характеристическая функция име-
ет вид

 7,606
1( ) 0,5(1 )i tt eϕ = + .  (31)

Умножая характеристические функции φ(t) и φ1(t), по-
лучим общую характеристическую функцию

 7,606( ) 0,5cos(2 )cos(3 ) (1 )i t tt t t e e−ϕϕ = + .  (32)

Используя (32), найдём значения начальных моментов 
и параметров новой гипердельтной аппроксимации: ν1 = 
= 2,802h; ν2 = 35,320h 2; ν3 = 252,96h 3; C1 = 0,5; C2 = 0,5; T1 =
= –2,438h; T2 = 8,044h. Запишем выражения для плотности 
вероятности и функции распределения:

1( ) ( ( 2,438) ( 8,044));
2

c x x x= Δ + + Δ −

 1( ) ( ( 2,438) ( 8,044))
2

C x x x= Φ + + Φ − .  (33)

Далее составим условную функцию распределения для 
положительной полуоси абсцисс и вычислим её значения 
при θ = –2,438h:

 1
( ) ( )( , )

1 ( )
C x CC x

C
+ θ − θ

θ =
− θ

.  (34)

Графики обеих функций представлены на рис. 4.
Начальный скачок функции распределения времени ожи-

дания составит 1 – ρ1 = C1 (0,1;0) = 0,333.
Подобным образом согласно указанному пошаговому ал-

горитму могут быть определены следующие итеративные 
значения скачков распределения времени ожидания. Более 
того, при проведении дополнительного исследования мож-
но составить алгоритм вычисления стационарного значения 
величины скачка функции распределения времени ожидания 
СМО.

Поведение функции за скачком будет определяться дис-
кретной аппроксимацией функции распределения. В данной 
статье исследование выполнено только с точностью до трёх 
начальных моментов. Для получения непрерывной функции 
распределения времени ожидания следует слева направо со-
единить середины скачков непрерывной плавной линией.

Рис. 3. Аппроксимационная (1) и условная (2) 
функции распределения

Рис. 4. Функция распределения (1) и условная 
функция распределения (2)

1 1

2
2
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Решению интегрального уравнения Винера – Хопфа рас-
пределения максимума случайного блуждания, когда коор-
дината процесса может принимать как положительное, так 
и отрицательное значение, посвящено большое число ис-
следований. Однако его решение представляет определенные 
трудности, когда оба исходных распределения непрерывны 
и нетривиальны.

Основываясь на идее дискретного решения уравнения, 
предложенного в [8], в настоящей статье развивается дис-
кретный метод решения уравнения именно для непрерывных 
исходных распределений. В его основе лежит предложенный 
автором метод гипердельтной аппроксимации произвольных 
распределений [6]. Но для того, чтобы этот метод не только 
был пригоден для положительных значений случайной вели-
чины, но и был распространён на всю вещественную ось, его 
скорректировали, применив в нём преобразования Фурье и 
характеристическую функцию. Это позволило получить ите-
ративное численное решение уравнения Винера – Хопфа при 
трёх начальных моментах обеих нормальных исходных рас-
пределений. Для иллюстрации решения приведены частные 
примеры, подтверждающие работоспособность метода.

Метод может применяться для произвольных гладких 
распределений вероятностей. Количество начальных мо-
ментов, привлекаемых в методе, можно увеличить. Это при-
ведёт к повышению точности решения, однако численный 
процесс решения усложнится. Хотя с практической точки 
зрения иногда ограничение может быть оправдано и малым 
числом моментов.

Применённый аппарат использования преобразования 
Фурье и характеристической функции, на наш взгляд, в 
дальнейшем можно усовершенствовать с целью получения 
решения уравнения в замкнутом аналитическом виде.

Источник [9] следует рассматривать как дополнительный 
для ознакомления с предшествующим исследованием авто-
ров в данной области.
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Abstract. The method of the approached decision of the integrated 
equation of Wiener – Hopf is presented at smooth distributions of 
probabilities making its component. The method is based on giper-
delta approximations of initial distributions. Use in it of transforma-
tion of Fourier and characteristic function allows to work in a method 
with the random variables concentrated to all material axis of abscises.
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