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Моделирование процессов 
на основе последовательного 

гиперфрактального распределения

учной теории, а излагает своё понимание на простых при-
кладных примерах.

СУТЬ МЕТОДА 
В статье [3], посвящённой разработке одной из моделей 

исследования немарковских процессов в теории надёжно-
сти и массовом обслуживании, была предложена Марков-
ская модель гипердельтного распределения (см. также [4]). 
Она основана на методе равенства начальных моментов 
теоретического и аппроксимирующего распределений тео-
рии вероятностей. Здесь эту идею предлагается применить 
к построению приближённого последовательного распре-
деления, построенного на выделении базового, основного 
фрактала и совокупности субфракталов более низкого ранга 
по сравнению с базовым фракталом. Затем на основе дельта-
функций Дирака строится плотность вероятности фракталь-
ного распределения. С её помощью оцениваются вероятност-
но интересующие исследователя показатели объекта. Кроме 
того, при необходимости предлагается применять функцию 
распределения энтропии для дополнительного оценивания 
качества объекта (см. [5]).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Основывается на идее оптимального квантования инфор-

мации [6]. Точнее, она использует запись авторами величины 
математического ожидания квантованной случайной вели-
чины:
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где с – установленный постоянный пробел между кванта-
ми; x – величина кванта; E – наибольшая целая часть числа 
с недостатком; f (x) – плотность вероятности случайного ко-
личества квантуемой информации Z.

Пусть задана плотность вероятности f (x) на полуинтер-
вале [0, ∞), требуется представить её в виде убывающей 
фрактальной последовательности, составленной базовым, 
основным фракталом Ф0 и множеством субфракталов Фi, 
i = 1, 2, 3, … Тогда можно принять следующую формулу для 
производства фрактализации:
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Аннотация. Фракталы, теория фракталов применяются при 
описании различных явлений  от биологических до квантово-
механических. Предложена математическая модель представ-
ления процессов в виде последовательного гиперфрактального 
распределения. Она базируется на модели квантования инфор-
мации и гипердельтном распределении вероятностей, ранее 
предложенном автором. Для формирования последовательности 
предложено нелинейное интегральное уравнение с целочислен-
ным ядром. По нему находятся базовый фрактал и субфрак-
талы (кластеры). Рассмотрен пример для равномерного рас-
пределения. Оценены вероятностные и энтропийные свойства 
компонентов разложения. Рекомендовано использовать подход 
в метрологии, теории информации и теории эффективности.

Ключевые слова: последовательности фракталов, cуб фрак-
тал, вероятностные свойства, энтропийные свойства, детерми-
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ВВЕДЕНИЕ 

В книге известного норвежского физика дается ясное 
и простое изложение математических свойств фракталов 
и описываются приложения теории фракталов в гидроди-
намике, океанологии, гидрологии, в исследовании перколя-
ционных процессов и пр. [1]. Кроме того, приводятся методы 
компьютерной графики.

Указанный источник рекомендуется для аспирантов 
и студентов, желающих ознакомиться с теорией фракталов 
и применять ее при описании различных явлений – от био-
логических до квантовомеханических.

Фрактал (от лат. fractus – дроблёный, сломанный, разби-
тый) – это множество, обладающее свойством самоподобия 
(объект, в точности или приближённо совпадающий с частью 
самого себя, т. е. целое имеет ту же форму). Создание теории 
фракталов и методов её применения принадлежит извест-
ному учёному – автору большого цикла работ Б. Мандель-
броту [2].

Целью данной статьи является попытка предложить один 
из возможных математических методов моделирования де-
терминированных и случайных процессов, идея которого 
восходит как к работе автора [3], так и к идее применения 
фракталов, изложенной в [1, 2]. Она состоит в том, чтобы 
разработать приближённый метод исследования детерми-
нированных и случайных процессов, с которыми тесно свя-
заны прикладные методы современной науки технического 
и информационного профиля. В более простом понимании – 
связать науку о фракталах с теорией вероятностей и теорией 
информации. При этом автор не претендует на создание на-
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Содержательный смысл (1) состоит в том, что математи-
ческое ожидание E не должно превышать единичного значе-
ния, но и не быть отрицательным. Нужно принять равенство 
x = Ф0 и решить полученное нелинейное уравнение относи-
тельно неизвестной величины Ф0. При этом нужно как можно 
точнее вычислить эту величину, а затем проверить правиль-
ность достаточно строгого решения уравнения (1). Эта чис-
ленная величина и будет представлять базовый, основной 
факториал. Можно убедиться, что точное решение уравнения 
(1) достигается при maxФ0 и оно будет единственным.

Следующим шагом будет вычисление значения величи-
ны первого субфрактала Ф1. Этот процесс будет аналогичен 
предыдущему процессу – вычисления Ф0. Но нелинейное 
уравнение необходимо изменить таким образом, чтобы оно 
приняло форму 
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При известном определённом значении Ф0 уравнение (2) 
нужно решить относительно Ф1 с достаточной строгостью 
и проверить точность полученного решения. Сомножитель 
с внутренним интегралом в (2) определяет условную вероят-
ность того, что предшествующий интервал базового фрактала 
был успешно завершён.

Следующий шаг – вычисление значения второго суб-
фрактала Ф2. Для этого необходимо использовать нелиней-
ное интегральное уравнение 
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Сомножитель с внутренним интегралом в (3) определяет 
условную вероятность того, что предшествующий интервал 
до Ф2, включающий базовый фрактал и первый субфрактал, 
был успешно завершён.

После процедуры следует также обеспечить и проверить 
точность полученного решения. Далее следует вычислить 
следующие субфракталы по аналогичным, но видоизменён-
ным уравнениям до тех пор, пока величина последнего фрак-
тала не будет пренебрежимо малой.

Автор статьи не нашел метода решения рассматривае-
мого нелинейного уравнения в замкнутом аналитическом 
виде, поэтому применил способ непосредственной замены 
искомой величины таким образом, чтобы высокая точность 
решения строго соответствовала максимальному значению 
искомого фрактала или субфрактала.

ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ ЗАДАННОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Задано равномерное распределение, его плотность веро-
ятности записывается в виде

( ) ( , , ); 0; 100f x dunif x a b a b= = =  ед.

Для определения значения величины базового фрактала 
требуется решить уравнение 
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В результате решения путём простого подбора определя-
ем Ф0 = 33,33 ед. с точностью 1,819×10 4. Число фракталов 
равно единице, а интервал временной занятости составит 
33,33 ед.

Определяем значение первого субфрактала путём реше-
ния уравнения относительно Ф1:
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Величина Ф1 будет 22,21 ед. с точностью 7,2×10 4. Число 
субфракталов Ф1 равно единице, поэтому интервал времен-
ной занятости составит 22,21 ед.

Определяем значение второго субфрактала путём реше-
ния уравнения относительно Ф2:
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Величина Ф2 будет 8,63 ед. с точностью 5,185×10 7. Число 
Ф2 субфракталов равно единице, поэтому временной интер-
вал занятости составит 8,63 ед.

Определяем значение третьего субфрактала путём реше-
ния уравнения относительно Ф3:
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Величина Ф3 будет 11,95 ед. с точностью 4,889×10 5. 
Число Ф3 субфракталов равно единице, поэтому временной 
интервал занятости составит 11,95 ед.

На этом ограничимся, считая, что величина четвёртого 
субфрактала будет близка к нулю.

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
В примере получены следующие значения продолжитель-

ности времени занятости фрактала и субфракталов:
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t0 = 33,33 ед.; t1 = 22,21 ед.; t2 = 8,63 ед.; t3 = 0 ед.

Обозначим соответствующие вероятности нахождения 
процесса в периодах времени занятости:

0 0 1 1 2 2 3 3( ) 0,667; ( ) 0,519; ( ) 0,316; ( ) 0.= = = =P t P t P t P t  

На рис. 1 показано изменение вероятности процесса за-
нятости по времени. Каждый отрезок прямой на рис. 1 со-
ответствует вычисленной вероятности на конец отрезка. Так 
что если мы хотим сгладить контур кривой непрерывной 
линией вероятности, то должны соединить плавной линией 
точку 1 на оси ординат с правыми концами всех отрезков, 
исключая самый нижний отрезок.

Временные интервалы занятости t0 = 0; t1 = 33,33; t2 = 
= 55,5; t3 = 64,2. Остаточный временной интервал t > 64,2. 
Фрактальные (прогнозируемые) ресурсы 

0 0 1 1 2 2 3 3( ) 0; ( ) 0,334; ( ) 0,555; ( ) 0,642.= = = =r t r t r t r t  

Суммарный фрактальный ресурс 1,531. Остаточный ре-
сурс ( 64,2) 0,358.> =r t  Полный ресурс 1,889. Доля фрак-
тальных ресурсов 1,532 / 1,889 = 81,048 %. Доля остаточного 
ресурса 0,358 / 1,889 = 18,952 %. Таким образом, определение 
базового фрактала и двух субфрактлов для рассмотренного 
распределения вероятности оценивается 81,048 % – уровнем 
эффективности. Это, на наш взгляд, хорошая оценка.

Оценим важность фракталов примера по критерию плот-
ности вероятности случайной величины энтропии [5]. Для 
этого по вычисленным вероятностям для фракталов найдём 
средние значения энтропии H, её второй начальный момент 
α и среднеквадратическое отклонение σ. Значения указанных 
величин приведены в таблице.

Характеристики фракталов 

P H α σ

0,667 0,636 0,512 0,328

0,519 0,692 0,481 0,046

0,316 0,624 0,518 0,484

0 0 0,008 0,092

Выполним аппроксимацию плотности энтропии нор-
мальным распределением 
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где С – константа нормирования плотности. На рис. 2 при-
ведены графики трёх плотностей вероятностей для трёх 
первых строк таблицы.

Рис. 1. Вероятности процесса занятости 

При достаточном количестве отрезков эта линия долж-
на плавно переходить в нулевую линию – линию абсцисс. 
На рис. 1 при учёте только двух субфракталов невозможно 
плавно соединить точки с осью абсцисс, кривую приходится 
обрывать, не достигая оси.

На рис. 1 прямой пунктирной линией показан график 
вероятности того, что событие, определяемое заданным 
равномерным распределением в примере с плотностью ве-
роятности 

( ) ( , , ), 0, 100= = =f t dunif x a b a b ед.

и определяемое формулой 

0
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не может произойти. Эта линия хорошо аппроксимируется 
концами отрезков вероятностей базового фрактала и второ-
го субфрактала. Это подтверждает корректность фракталь-
ной аппроксимации заданного распределения вероятностей 
на основе последовательного гиперфрактального распреде-
ления.

ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ ФРАКТАЛЬНОГО 
ПРОГНОЗА ПО РЕСУРСУ Н. М. СЕДЯКИНА

Здесь величина ресурса – это критерий важности, или 
веса фрактала. Ресурс за время t определяется по формуле
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Рис. 2. Плотность вероятностей строк таблицы 

Из рис. 2 следует, что первый субфрактал примера имеет 
самую большую значимость, или вес. Действительно, грубое 
оценивание значений концентрации величины энтропии (ин-
формации) фракталов I по данным таблицы и рис. 2 приводит 
к следующим результатам: фрактал Ф (первая строка табли-
цы и нулевой график плотности рис. 2 – I = 5,21; первый 
субфрактал Ф1 (вторая строка таблицы и первый график плот-
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ности рис. 2 – I = 9,031; второй субфрактал Ф2 (третья строка 
таблицы и второй график плотности рис. 2 – I = 4,502.

О ПРИКЛАДНОЙ НАПРАВЛЕННОСТИ 
ИССЛЕДОВАНИЯ 

 Математическая модель, предложенная в статье, может 
найти применение в различных прикладных научных иссле-
дованиях. Например, гиперфрактальное распределение по-
зволяет представлять современные системы счисления в виде 
совокупности фракталов, вводить новые системы счисления 
для моделирования процессов и применять их в изучении 
проблем теории информации. Фактически оно приложимо 
к моделированию процессов любой физической природы – 
материальной или информационной.

Оно позволяет изучать случайные процессы с целью уве-
личения точности их познания. Является достаточно привле-
кательным для метрологии [7], теории эффективности [8].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Фракталы, теория фракталов в настоящее время применя-

ются при описании различных явлений – от биологических 
до квантовомеханических [9–14]. На основании знакомства 
с отдельными трудами этой теории в статье предложена ма-
тематическая модель предоставления процессов на основе 
последовательного гиперфрактального распределения. Она 
опирается на элементы теории квантования информации 
и на гипердельтное распределение вероятностей, ранее 
предложенное автором. Для моделирования последователь-
ности фракталов распределений вероятностей предложено 
нелинейное интегральное уравнение. Ядро этого уравнения 
представлено в целочисленном виде. В результате последо-
вательного решения уравнения находятся базовый фрактал 
и производные от него субфракталы (кластеры). Величину 
и содержание каждого фрактала можно изучать для оцени-
вания его важности, информативности и т. д.

Модель может применяться в метрологии, теории ин-
формации, теории эффективности и в решении конкретных 
прикладных задач детерминированной или случайной на-
правленности. Также на её основе можно получить новые 
результаты в теории фракталов.
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Abstract. Fractals, the theory of fractals are applied at the de-
scription of various phenomena, from biological to quantum me-
chanical. The mathematical model of representation of processes in 
the form of consecutive hyper fractal distribution is offered. It is 
based on model of quantization of information and the giperdeltny 
distribution of probabilities which is earlier offered by the author. 
For formation of the sequence the nonlinear integrated equation with 
an integer kernel is offered. On him there are a basic fractal and sub-
fractals (clusters). An example for uniform distribution is reviewed. 
Estimation of probabilistic and entropy properties of components 
of decomposition is made. Use in metrology is recommended, to the 
theory of information and the theory of effi ciency.

Keywords: the sequences of fractals, subfraktal, the probabilistic 
properties, entropy properties determined and casual processes.
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