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Ñèðîòêèí À.Â. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî

àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ.

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíûé àïîñòåðèîðíûé âûâîä â àë-
ãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ. Äëÿ òð¼õ âèäîâ ñâèäåòåëüñòâ (äåòåðìèíèðî-
âàííîãî, ñòîõàñòè÷åñêîãî è íåòî÷íîãî) îïèñûâàåòñÿ ñïîñîá ïðîâåäåíèÿ âûâîäà
è äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ïðåäëàãàåìûõ âû÷èñëåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà
âûâîä ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îöåíêà ñëîæ-
íîñòè äà¼òñÿ â âèäå ÷èñëà òàêèõ çàäà÷, à òàêæå îöåíêè ÷èñëà ïåðåìåííûõ
è îãðàíè÷åíèé â íèõ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëîæíîñòü îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîì
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêàÿ áàéåñîâñêàÿ ñåòü, àïîñòåðèîðíûé âûâîä,
ôðàãìåíò çíàíèé.

Sirotkin A.V. Computational complexity of local posteriori inference

algorithms in algebraic Bayesian networks.

Abstract. The paper presents algorithmical complexity estimates for local
posteriori inference in algebraic Bayesian networks. We consider the ways of
implementing the inference for three types of evidence (deterministic, stochastic,
and imprecise). If we need to solve linear programming tasks for inference, the
comlexity estimations are given in numbers of such tasks and numbers of variables
and constraints in each task. In other cases, complexity estimates are given in
numbers of arithmetic operations.
Keywords: algebraic Bayesian network, posteriori inference, knowledge pattern.

1. Ââåäåíèå. Àëãåáðàè÷åñêèå áàéåñîâñêèå ñåòè (ÀÁÑ) [2,5�10,
14,15,17], ïðåäëîæåííûå Â.È. Ãîðîäåöêèì, ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ïà-
ðàäèãì ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ; ýòà ïàðàäèãìà
îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè äàííûõ â âèäå ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé âåðîÿòíîñòè íàä íåáîëüøèìè íàáîðàìè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Äîñòàòî÷íî ãëóáîêîå è ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãåáðà-
è÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòåé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [6,14,17].
Â äàííîé ñòàòüå ìû îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî íà ëîêàëüíîì àïîñòå-
ðèîðíîì âûâîäå. Åãî îáùåå îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â [9,13], îäíàêî
â ñòàòüå áóäåò äàíî äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå îïèñàíèå âîçíèêàþùèõ
çàäà÷ è ñïîñîáîâ èõ ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íîé öåëüþ ïðåäëîæèòü è äî-
êàçàòü íàáîð îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â àïîñòå-
ðèîðíîì ëîêàëüíîì ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîì âûâîäå â ÀÁÑ.
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Ìû çàèìñòâóåì áàçîâûå îáîçíà÷åíèÿ èç ñòàòüè [4], ïóáëèêóåìîé
â ýòîì æå âûïóñêå. Êðîìå òîãî, â [4] äàþòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ,
òàêèå êàê ôðàãìåíò çíàíèé, êâàíò, êîíúþíêò. Â äàëüíåéøåì òåê-
ñòå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè ïî
äðóãèì ïóáëèêàöèÿì.

Â öåëîì ñèñòåìà ïîäõîäîâ, äîêàçóåìûõ ôàêòîâ, ðåçóëüòàòîâ,
òåðìèíîâ è îáîçíà÷åíèé â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâûâàåòñÿ íà [3,6,
11,12,14,17].

2. Ëîêàëüíûé àïîñòåðèîðíûé âûâîä è ñâèäåòåëüñòâà.

Äëÿ îïèñàíèÿ ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ñâèäåòåëüñòâ â òåîðèè
ÀÁÑ íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ñâèäåòåëüñòâîì ìû ïîíèìàåì íîâûå ¾îáó-
ñëîâëèâàþùèå¿ äàííûå, êîòîðûå ïîñòóïèëè âî ôðàãìåíò çíàíèé,
è ñ ó÷¼òîì êîòîðûõ íàì òðåáóåòñÿ ïåðåñìîòðåòü âñå (èëè íåêî-
òîðûå) îöåíêè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñâèäåòåëüñòâà áóäóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ óãëîâûå ñêîáêè � 〈. . .〉.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïåðâàÿ çàäà÷à àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îöåíèòü âåðîÿòíîñòü èñòèííîñòè ñâèäå-
òåëüñòâà ïðè óæå çàäàííûõ îöåíêàõ âåðîÿòíîñòè èñòèííîñòè
ýëåìåíòîâ ôðàãìåíòà çíàíèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Âòîðàÿ çàäà÷à àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îöåíèòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè èñòèííî-
ñòè ýëåìåíòîâ ôðàãìåíòà çíàíèé ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìå-
åò ìåñòî áûòü ñâèäåòåëüñòâî.

Â òåîðèè ÀÁÑ ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âèäà ñâèäåòåëüñòâ:

• äåòåðìèíèðîâàííûå ñâèäåòåëüñòâà;

• ñòîõàñòè÷åñêèå ñâèäåòåëüñòâà;

• íåòî÷íûå ñâèäåòåëüñòâà.

Åñëè çàäàí ôðàãìåíò çíàíèé ñ íîñèòåëåì C, òîãäà â ðàìêàõ ëî-
êàëüíîãî àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà äåéñòâóþò ñëåäóþùèå (4�6) îïðå-
äåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äåòåðìèíèðîâàííîå ñâèäåòåëüñòâî � ýòî
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îäèí èëè íåñêîëüêî àòîìîâ ïîëó÷èëè
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êîíêðåòíûå îçíà÷èâàíèÿ. Äàííîå ñâèäåòåëüñòâî îáîçíà÷àåòñÿ
〈ci, cj〉. Çäåñü ci è cj � êîíúþíêòû, ñîñòîÿùèå èç àòîìîâ,
ïîëó÷èâøèõ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå îçíà÷èâàíèÿ
ñîîòâåòñòåííî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìîæåò òàêæå èñïîëü-
çîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå 〈i, j〉, ãäå i è j � èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîíúþíêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñòîõàñòè÷åñêîå ñâèäåòåëüñòâî � ýòî ïðåäïî-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî íàä C ′ � ïîäûäåàëå C � çàäàí íåïðîòèâîðå-
÷èâûé ôðàãìåíò çíàíèé ñî ñêàëÿðíûìè îöåíêàìè, êîòîðûé îïðå-
äåëÿåò âåðîÿòíîñòè èñòèííîñòè ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîäûäåàëà. Äàííîå ñâèäåòåëüñòâî îáîçíà÷àåòñÿ 〈(C ′,Pc)〉.

Îïðåäåëåíèå 6. Íåòî÷íîå ñâèäåòåëüñòâî � ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå î òîì, ÷òî íàä C ′ � ïîäûäåàëå C, çàäàí íåïðîòèâîðå÷èâûé
ôðàãìåíò çíàíèé ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè, êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåò âåðîÿòíîñòè èñòèííîñòè ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîäûäåàëà. Äàííîå ñâèäåòåëüñòâî îáîçíà÷àåòñÿ 〈(C ′,P−

c ,P
+
c )〉.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðèì ïðîöåññ îáðàáîòêè äåòåðìèíèðî-
âàííîãî ñâèäåòåëüñòâà, ïîñòóïàþùåãî âî ôðàãìåíò çíàíèé ñî ñêà-
ëÿðíûìè îöåíêàìè (C,Pc). Ïóñòü ïîñòóïèëî ñâèäåòåëüñòâî 〈i, j〉.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìû ãîâîðèì, ÷òî êâàíò qm ñîãëàñîâàí ñî ñâèäå-
òåëüñòâîì 〈ci, cj〉, åñëè âñå àòîìû êîíúþíêòà ci ïîëîæèòåëüíî
îçíà÷åíû â qm, à âñå àòîìû êîíúþíêòà cj � îçíà÷åíû îòðèöà-
òåëüíî.

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàìêàõ èíäåêñàöèè êâàíòîâ è êîíúþíêòîâ, îïè-
ñàííîé â [4], ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü îïðåäåëåíèå 7 ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì (m&̇i = i)&(¬̇m&̇j = j), çäåñü è äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñèìâîë ëîãè÷åñêîé îïåðàöèè ñ òî÷êîé íàä íåé äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîáèòîâîé îïåðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, &̇
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïåðàöèè ïîáèòîâîãî ¾è¿, à ¬̇ � äëÿ îïåðàöèè
ïîáèòîâîãî îòðèöàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

H+ =

(
0 0
0 1

)
; H− =

(
1 0
0 0

)
; H◦ =

(
1 0
0 1

)
.
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Îïðåäåëåíèå 9. Îïðåäåëèì ìàòðèöó H〈i,j〉 êàê ñëåäóþùåå òåí-
çîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

H〈i,j〉 = H̃
〈i,j〉
n−1 ⊗ H̃

〈i,j〉
n−2 ⊗ . . . H̃

〈i,j〉
0 ,

ãäå

H̃
〈i,j〉
k =

 H+, åñëè xk âõîäèò â ci;
H−, åñëè xk âõîäèò â cj;
H◦, èíà÷å.

Ëåììà 1. Ìàòðèöà H〈i,j〉 ñîñòîèò èç íóëåé çà èñêëþ÷åíèåì
íåêîòîðîãî ÷èñëà åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ìîãóò áûòü çàäàíû ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

H〈i,j〉[m,m] =

{
1, åñëè (m&̇i = i) è (¬̇m&̇j = j),
0, èíà÷å.

(1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà H〈i,j〉 ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö H̃
〈i,j〉
k . Ëþáîé ýëåìåíò ìàò-

ðèöû H〈i,j〉 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ èç ìàòðèö H̃
〈i,j〉
k .

Åñëè ýòîò ýëåìåíò íå ëåæèò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí èç ìíîæèòåëåé ýëåìåíòîâ ìàòðèö H̃
〈i,j〉
k òîæå íå áóäåò

ëåæàòü íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à ñëåäîâàòåëüíî áóäåò ðàâåí íóëþ,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî è âñå ïðîèçâåäåíèå áóäåò ðàâíî íóëþ. Ðàññìîò-
ðèì ýëåìåíò H〈i,j〉[m,m]. Ðàññìîòðèì k-òûé ðàçðÿä ÷èñëà m. Åñ-
ëè ýòî åäèíèöà, òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò íèæíåìó ýëåìåíòó ãëàâíîé

äèàãîíàëè ìàòðèöû H̃
〈i,j〉
k . Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ýëåìåíò íå ðàâåí

íóëþ, òî ýòî èëè ìàòðèöà H+, èëè H◦. Àíàëîãè÷íî, åñëè k-òûé
ðàçðÿä ÷èñëà m ðàâåí íóëþ, à ýëåìåíò ðàâåí åäèíèöå, òî k-òàÿ
ìàòðèöà èëè H−, èëè H◦. Ðàññìîòðèì èíäåêñ ïîëîæèòåëüíîãî êî-
íþúíêòà i. Åñëè k-òûé ðàçðÿä ÷èñëà i åäèíèöà, òî k-òàÿ ìàòðèöà
H+ è åäèíèöà ìîæåò áûòü òîëüêî, åñëè k-òûé ðàçðÿä ÷èñëà m
ðàâåí åäèíèöå. Àíàëîãè÷íî, åñëè k-òûé ðàçðÿä ÷èñëà j åäèíèöà,
òî k-òàÿ ìàòðèöà H− è åäèíèöà ìîæåò áûòü òîëüêî, åñëè k-òûé
ðàçðÿä ÷èñëà m ðàâåí íóëþ. À èìåííî ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ è ñî-
îòâåòñòâóþò ôîðìóëàì (m&̇i = i) è (¬̇m&̇j = j).

Çàìå÷àíèå 2. Ïî ëåììå 1 âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ëåæàò íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè, à ñëåäîâàòåëüíî H〈i;j〉
T
= H〈i;j〉.
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Ëåììà 2. Ìàòðèöà H〈i,j〉 äåéñòâóåò íà âåêòîð Pq ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âåðîÿòíîñòè êâàíòîâ, êîòîðûå ñîãëàñîâàíû ñî ñâèäå-
òåëüñòâîì 〈i, j〉, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, à âåðîÿòíîñòè âñåõ
îñòàëüíûõ êâàíòîâ ïðèðàâíèâàþòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1 ìàòðèöà H〈i,j〉 ñîäåðæèò â m-
òîé ñòðîêå åäèíèöó, òîëüêî åñëè (m&̇i = i) è (¬̇m&̇j = j), íî ñî-
ãëàñíî çàìå÷àíèþ 1, ýòî çíà÷èò, ÷òî êâàíò qm ñîãëàñîâàí ñî ñâè-
äåòåëüñòâîì 〈i, j〉. Òàê êàê åäèíèöà íàõîäèòñÿ íà äèàãîíàëè, à âñå
îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè, òî ïðè óìíîæåíèè íà ìàòðèöó m-òûé
ýëåìåíò ïîëó÷åííîãî âåêòîðà áóäåò ñîâïàäàòü ñ m-òûì ýëåìåíòîì
Pq, òî åñòü ñ p(qm). Åñëè m íå óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì âûøå
óñëîâèÿì, òî ýòî çíà÷èò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî êâàíò qm, íå ñîãëà-
ñîâàí ñ íàøèì ñâèäåòåëüñòâîì, à ñ äðóãîé, ÷òî âñå ýëåìåíòûm-òîé
ñòðîêè ìàòðèöû H〈i,j〉 íóëåâûå, à çíà÷èò â ïðîèçâåäåíèè íà m-òîé
ñòðîêå áóäåò íîëü.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü èìååòñÿ ñâèäåòåëüñòâî 〈ci, cj〉, à cj
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêò xj1xj2 . . . xjk , òîãäà ýòîìó ñâèäå-
òåëüñòâó ñîîòâåòñòâóåò ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà

q〈i,j〉 = cix̄j1 x̄j2 . . . x̄jk .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü çàäàí ôðàãìåíò çíàíèé ñî ñêàëÿðíûìè
îöåíêàìè (C,Pc), òîãäà âåðîÿòíîñòü èñòèííîñòè ñâèäåòåëüñòâà
〈i, j〉 ïðè óñëîâèè çàäàííûõ ôðàãìåíòîì çíàíèé ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

p(〈i, j〉|(C,Pq)) = (1,H〈i;j〉 ×Pq).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó
q〈i,j〉, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâèäåòåëüñòâó. Âåðîÿòíîñòü èñòèííîñòè
ýòîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû ìîæåò áûòü âûðàæåíà íà îñ-
íîâå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà χq〈i,j〉 (ñì. [4]). Òàêèì îáðàçîì,
íàì îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

(1,H〈i;j〉 ×Pq) = (χq〈i,j〉 ,Pq).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è òåì, ÷òî ïî

ïîñòðîåíèþ H〈i;j〉
T
= H〈i;j〉; ïîëó÷èì, ÷òî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

(H〈i;j〉 × 1,Pq) = (χq〈i,j〉 ,Pq).
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Íî ìàòðèöà H〈i;j〉 ñòðîèëàñü íàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òî áóäó÷è ïðè-
ìåíåíà ê âåêòîðó 1, îíà ¾îñòàâëÿåò¿ òîëüêî ñîãëàñîâàííûå ñî ñâè-
äåòåëüñòâîì êâàíòû. Ñîãëàñîâàííûå ñî ñâèäåòåëüñòâîì êâàíòû,
ýòî èìåííî òå êâàíòû, êîòîðûå âõîäÿò â Sq〈i,j〉 . Òàêèì îáðàçîì

H〈i;j〉
T
× 1 = χq〈i,j〉 .

À çíà÷èò
p(〈i, j〉|(C,Pq)) = (1,H〈i;j〉 ×Pq).

Ðàññìîòðèì êâàíò qm è ñâèäåòåëüñòâî 〈ci, cj〉. Âû÷èñëèì
p(qm|〈ci, cj〉). Êàê ìû óæå îòìåòèëè, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìîæíî
çàìåíèòü ñâèäåòåëüñòâî 〈ci, cj〉 íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ôîðìóëó
q〈i,j〉. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

p(qm|q〈i,j〉)p(q〈i,j〉) = p(qm ∧ q〈i,j〉). (2)

Îñîáåííîñòè êâàíòîâ è q〈i,j〉 ãàðàíòèðóþò íàì, ÷òî qm ∧ q〈i,j〉 ìî-
æåò ëèáî ïðèíèìàòü çíà÷åíèå qm, åñëè êâàíò ñîãëàñîâàí ñî ñâèäå-
òåëüñòâîì, ëèáî çíà÷åíèå F, åñëè íå ñîãëàñîâàí. Òåïåðü ðàññìîòðèì
âåêòîð

P〈i,j〉q =

 p(q0|q〈i,j〉)
...
p(q2n−1|q〈i,j〉)

 .
Äàííûé âåêòîð ñîñòîèò èç óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé êâàíòîâ ïðè çà-
äàííîì ñâèäåòåëüñòâå.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû H, ìîæíî çàïèñàòü
(2) â âåêòîðíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P〈i,j〉q p(〈ci, cj〉) = H〈i;j〉 ×Pq. (3)

Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðîì P
〈i,j〉
q ïîñòðîèì âåêòîð

P〈i,j〉c =

 p(c0|q〈i,j〉)
...
p(c2n−1|q〈i,j〉)

 .
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Ïðåäëîæåíèå 2. Âåêòîðû P
〈i,j〉
q è P

〈i,j〉
c ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿ-

ìè
P〈i,j〉c = Jn ×P〈i,j〉q è P〈i,j〉q = In ×P〈i,j〉c .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿ-

ìè. Òàêèì îáðàçîì, P
〈i,j〉
c ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç ðàñïðåäåëåíèé,

êîòîðîå ìîãëî áû áûòü çàäàíî íà Pc, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøå-

íèÿ ìåæäó Pc è Pq, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ÷àñòíûé ñëó÷àé P
〈i,j〉
q è

P
〈i,j〉
c .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì ìåæäó Pq è Pc, ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü (3) êàê

In ×P〈i,j〉c p(〈ci, cj〉) = H〈i;j〉 × In ×Pc. (4)

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà Jn è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,
÷òî

Jn × In = E,

ïîëó÷àåì
P〈i,j〉c p(〈ci, cj〉) = Jn ×H〈i;j〉 × In ×Pc. (5)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

T 〈i,j〉 = Jn ×H〈i,j〉 × In.

Ïðè çàäàííûõ i, j è n ìàòðèöà T 〈i,j〉 çàäà¼òñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè ýòîì

P〈i,j〉c p(〈ci, cj〉) = T 〈i,j〉 ×Pc. (6)

Òåîðåìà 1. Â ñëó÷àå ÔÇ ñî ñêàëÿðíûìè îöåíêàìè ðåøåíèåì ïåð-
âîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà äëÿ ñâèäåòåëüñòâà 〈i, j〉 ÿâëÿ-
åòñÿ (T〈i,j〉 ×Pc)[0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ P
〈i,j〉
c [0] = 1, òàêèì îáðàçîì íó-

ëåâîé ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ T〈i,j〉 × Pc � ýòî â òî÷íîñòè âåðîÿò-
íîñòü p(〈ci, cj〉). Òî åñòü

p(〈ci, cj〉) = (T〈i,j〉 ×Pc)[0]. (7)
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Åñëè p(〈ci, cj〉) 6= 0, òî ïîëó÷àåì

P〈i,j〉c =
1

(T
〈i;j〉 ×Pc)[0]

T〈i;j〉 ×Pc =
T〈i;j〉 ×Pc

(T
〈i;j〉 ×Pc)[0]

. (8)

Òåîðåìà 2. Åñëè p(〈ci, cj〉) 6= 0, òî ôîðìóëà (8) äà¼ò ðåøåíèå
âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî ñâèäåòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðèâåä¼ííîìó âûøå ïîñòðîåíèþ.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè p(〈ci, cj〉) = 0, òî ïîñòóïèâøåå ñâèäåòåëü-
ñòâî èìåëî âåðîÿòíîñòü 0, à çíà÷èò, ïðîèçîéòè íå ìîãëî, òàê
êàê ðàññìàòðèâàåìîå íàìè ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíûì. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâî íåâå-
ðîÿòíîå. Åñëè æå òðåáóþòñÿ àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, òî ðåøåíè-
åì âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëü-

íûå îöåíêè 0 ≤ P
〈i,j〉
c [k] ≤ 1 äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà P

〈i,j〉
c ,

êðîìå íóëåâîãî, ÷üÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà åäèíèöå.

Îïèøåì ñòðóêòóðó ìàòðèöû

T 〈i,j〉 = Jn ×H〈i,j〉 × In.

Òåîðåìà 3. Ìàòðèöà T 〈i,j〉 ðàâíà òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ:

T 〈i,j〉 = T̃
〈i,j〉
n−1 ⊗ T̃

〈i,j〉
n−2 ⊗ . . . T̃

〈i,j〉
0 ,

ãäå

T̃
〈i,j〉
k =

 T+, åñëè xk âõîäèò â ci;
T−, åñëè xk âõîäèò â cj;
T◦, èíà÷å;

ïðè÷¼ì

T+ =

(
0 1
0 1

)
; T− =

(
1 −1
0 0

)
; T◦ =

(
1 0
0 1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì ìàòðèö Jn,
H〈i,j〉 è In ÷åðåç òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì:

T 〈i,j〉 = (J1 ⊗ . . .⊗ J1)× (H̃
〈i,j〉
n−1 ⊗ H̃

〈i,j〉
n−2 ⊗ . . . H̃

〈i,j〉
0 )× (J1 ⊗ . . .⊗ J1).
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

T 〈i,j〉 = (J1× H̃
〈i,j〉
n−1× I1)⊗ (J1× H̃

〈i,j〉
n−2× I1)⊗ . . .⊗ (J1× H̃

〈i,j〉
0 × I1).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå T̃
〈i,jk〉

= (J1 × H̃
〈i,j〉
k × I1) ïîëó÷àåì

T 〈i,j〉 = T̃
〈i,j〉
n−1 ⊗ T̃

〈i,j〉
n−2 ⊗ . . .⊗ T̃

〈i,j〉
0 .

Ìàòðèöà T̃ ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç òð¼õ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:

T+ = (J1 ×H+
k × I1) =

=

(
1 1
0 1

)
×
(
0 0
0 1

)
×
(
1 −1
0 1

)
=

(
0 1
0 1

)
,

T− = (J1 ×H−
k × I1) =

=

(
1 1
0 1

)
×
(
1 0
0 0

)
×
(
1 −1
0 1

)
=

(
1 −1
0 0

)
,

T◦ = (J1 ×H◦k × I1) =

=

(
1 1
0 1

)
×
(
1 0
0 1

)
×
(
1 −1
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Çàìå÷àíèå 4. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî
íåíîðìèðîâàííûé àïðèîðíûé âûâîä ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû ëè-
íåéíîé àëãåáðû äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè è ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè äàííîãî ïðîöåññà.

3. Àïîñòåðèîðíûé âûâîä íàä èíòåðâàëüíûìè îöåíêà-

ìè. Ïóñòü çàäàí ÔÇ ñ îöåíêàìè Pc
− è Pc

+, òîãäà ðåøåíèå ïåðâîé
è âòîðîé çàäà÷ àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî
ñâèäåòåëüñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåøåíèå ñåðèè çàäà÷ ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íà÷í¼ì ñ ïåðâîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî
âûâîäà.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà 〈i, j〉
ñóùåñòâóåò âåêòîð L〈i,j〉 òàêîé, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è
àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà ïðè äàííîì ñâèäåòåëüñòâå è èíòåðâàëü-
íûõ îöåíêàõ âî ôðàãìåíòå çíàíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîèñêó âåëè÷èí:

min
D∪E

{(L〈i,j〉,Pc)} è max
D∪E

{(L〈i,j〉,Pc)}. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà
ïåðâàÿ çàäà÷à àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà ìîæåò áûòü ðåøåíà êàê
çàäà÷à àïðèîðíîãî âûâîäà äëÿ ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñâè-
äåòåëüñòâó. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (7) p(〈ci, cj〉) = (T〈i,j〉 × Pc)[0]. Íà
îñíîâå ýòîé ôîðìóëû ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð L〈i,j〉, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû T〈i,j〉, òàêîé ÷òî

p(〈ci, cj〉) = (L〈i,j〉,Pc). (10)

Èç ÷åãî è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà.
Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷è ïî ïîèñêó:

min
D∪E

{P〈i,j〉c [i]} è max
D∪E

{P〈i,j〉c [i]}. (11)

Çàìå÷àíèå 5. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå çàäà÷è ìîãóò
ðåøàòüñÿ àáñîëþòíî íåçàâèñèìî. Ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíî, íà-
ïðèìåð ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Òåîðåìà 4. Ðåøåíèåì âòîðîé çàäà÷è ëîêàëüíîãî àïîñòåðèîðíîãî
âûâîäà â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà è ôðàãìåíòà
çíàíèé ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñåðèè çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ïîèñêó:

min{T〈i;j〉 ×D} è max{T〈i;j〉 ×D}, (12)

ïðè óñëîâèÿõ:

{λP−
c ≤ D} ∪ {D ≤ λP+

c } ∪ {In ×D > 0} ∪ {(L〈i,j〉,D) = 1} ∪ {λ ≥ 0}

Çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ýëåìåíòàì âåêòîðà T〈i;j〉 ×D
ðåøàþòñÿ íåçàâèñèìî. Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì îöåíêè çàäà-
þò íåïðîòèâîðå÷èâûé ÔÇ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ ñêàëÿðíûõ îöå-
íîê (ôîðìóëà (8)) èçâåñòíî, ÷òî

P〈i,j〉c =
1

(T
〈i;j〉 ×Pc)[0]

T〈i;j〉 ×Pc.

Èç-çà íàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ 1

(T〈i;j〉×Pc)[0]
ïîñòðîåííûå çàäà÷è íå

ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à îòíîñÿòñÿ ê
êëàññó çàäà÷ äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå [1]
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ñîáëþäåíèè ðÿäà óñëîâèé ìîæíî ñâåñòè
ðåøåíèå çàäà÷è äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íà îáùåì ñëó÷àå, à ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ðåàëèçàöèþ
ïîäîáíîãî ïåðåõîäà îò çàäà÷è äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííóþ íà
ðàáîòå [14]. Ââåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ

D = λPc.

Òîãäà

1

(T
〈i;j〉 ×Pc)[0]

T〈i;j〉 ×Pc =
λ

λ(T
〈i;j〉 ×Pc)[0]

T〈i;j〉 ×Pc =

=
1

(T〈i;j〉 × (λPc))[0]
T〈i;j〉 × (λPc) =

1

(T〈i;j〉 ×D)[0]
T〈i;j〉 ×D.

Òî åñòü:

P〈i,j〉c =
1

(T
〈i;j〉 ×D)[0]

T〈i;j〉 ×D. (13)

Òàê êàê ìû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáèðàëè λ, òî ìîæíî ïîäî-
áðàòü åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû (T〈i;j〉×D)[0] = 1. Äàííîå óñëîâèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(L〈i,j〉,D) = 1 (14)

Íî åñëè λ âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (14), òîãäà
(13) ïðèíèìàåò âèä

P〈i,j〉c = T〈i;j〉 ×D. (15)

Òåïåðü, îáúåäèíÿÿ âñå âûøå ïîëó÷åííîå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñåðèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèå êîòîðûõ áóäåò
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ðåøåíèåì âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â ñëó÷àå äåòåðìè-
íèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê âî ôðàãìåíòå
çíàíèé.

Îïèðàÿñü íà (15), ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü (11) êàê ïîèñê
âåëè÷èí, âûðàæåííûõ ÷åðåç ïåðåìåííûå D:

min
D∪E∪{(L〈i,j〉,D)=1}

{T〈i;j〉 ×D} è max
D∪E∪{(L〈i,j〉,D)=1}

{T〈i;j〉 ×D}.

(16)
Òåïåðü îñòà¼òñÿ òîëüêî âûðàçèòü îãðàíè÷åíèÿ D è E ÷åðåç ïåðå-
ìåííûå D. Âñïîìíèì, ÷òî

D = λPc.

Òîãäà îãðàíè÷åíèå 14 ïðèíèìàåò âèä

λ(L〈i,j〉,Pc) = 1,

òî åñòü

λ =
1

(L〈i,j〉,Pc)
.

Íî ìû çíàåì, ÷òî (L〈i,j〉,Pc) = p(〈ci, cj〉). Òàê êàê p(〈ci, cj〉) � âå-
ðîÿòíîñòü, òî 0 ≤ p(〈ci, cj〉) ≤ 1, à ñëåäîâàòåëüíî

λ ≥ 1.

Ñîãëàñíî [4]:
D = {P−

c ≤ Pc} ∪ {Pc ≤ P+
c }.

Òàê êàê λ çàâåäîìî ïîëîæèòåëüíî, äàííûå îãðàíè÷åíèÿ ïðåîáðà-
çóþòñÿ â

D = {λP−
c ≤ D} ∪ {D ≤ λP+

c }.

Àíàëîãè÷íî
E = {In ×D > 0}.

4. Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñâèäåòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü çàäàí èäåàë êîíúþíêòîâ C, òîãäà áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå AC äëÿ ñóæåíèÿ àëôàâèòà A äî
ýëåìåíòîâ, íàä êîòîðûìè çàäàí C, à QC � äëÿ ìíîæåñòâà êâàí-
òîâ, çàäàííûõ íàä ýòèì àëôàâèòîì.
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Ïóñòü íàì çàäàí ôðàãìåíò çíàíèé ñî ñêàëÿðíûìè îöåíêàìè
(C,Pc). È ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5 çàäàí íåïðîòèâîðå÷èâûé ôðàã-
ìåíò çíàíèé (C ′,Pa

c ), òàêîé ÷òî C ′ ⊆ C. Òàê êàê (C ′,Pa
c ) � íåïðî-

òèâîðå÷èâûé, òî íà îñíîâå îöåíîê âåðîÿòíîñòåé äëÿ êîíúþíêòîâ
Pa
c , ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêè âåðîÿòíîñòåé äëÿ êâàíòîâ QC ′ :

Pa
q = I×Pa

c .

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà QC ′ ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè, òî
åñòü ïðè ëþáîì çàôèêñèðîâàííîì îçíà÷èâàíèè âñåõ àòîìîâ èñ-
òèííûì áóäåò îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà QC ′ . Êðîìå
òîãî, êàæäûé ýëåìåíò QC ′ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîîòâåòñòâó-
þùåå äåòåðìèíèðîâàííîå ñâèäåòåëüñòâî äëÿ ôðàãìåíòà çíàíèé
(C,Pc). Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñâîéñòâàìè, ìû ìîæåì ôîðìàëèçîâàòü
ñòîõàñòè÷åñêîå ñâèäåòåëüñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñâèäåòåëüñòâî
(C ′,Pa

c ) � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ñâèäåòåëüñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì QC ′

ñ âåðîÿòíîñòÿìè Pa
q = I × Pa

c . Ïðè òàêîé ôîðìàëèçàöèè ìû
ìîæåì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ äâóõ çàäà÷ àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà.
Òàê êàê ñâèäåòåëüñòâî (C ′,Pa

c ) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ýëåìåíòîì, à
â êà÷åñòâå ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷ àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà
õî÷åòñÿ ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, òî ðåøåíèÿìè ìû áóäåì
ñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà.
Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà 〈i, j〉 ðåøåíèåì ïåðâîé
çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà (T〈i,j〉 × Pc)[0].
Íàì íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü èíäåêñû äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâè-
äåòåëüñòâ ñ èíäåêñàìè ìíîæåñòâà QC ′ . Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
ôóíêöèþ GI(i,m), çäåñü m � ýòî èíäåêñ íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà C ′

â àëôàâèòå A, i � èíäåêñ êîíúþíêòà â àëôàâèòå AC ′ , à ôóíêöèÿ
âîçâðàùàåò èíäåêñ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíúþíêòà â àëôàâèòå A.

Îïèñàòü, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò, ìîæíî, íàïðèìåð, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Çàïîìíèì íà êàêèõ ïîçèöèÿõ â m ñòîÿò íóëè è
¾âñòàâèì¿ íóëè íà ýòè æå ïîçèöèè â i, ñäâèãàÿ ýëåìåíòû. Òàêèì
îáðàçîì m áóäåò ñëóæèòü ìàñêîé, îïðåäåëÿþùåé íà êàêèå ýëåìåí-
òû àëôàâèòà A ïðîåöèðóåòñÿ èíäåêñ i.

Îáîçíà÷èì ìîùíîñòü àëôàâèòà AC ′ ÷åðåç n ′. Â äàëüíåéøèõ
âûêëàäêàõ íàì ïîñòîÿííî ïîíàäîáèòñÿ ¾äîïîëíåíèå¿ i äî 2n

′
− 1

ðàâíîå ¬i. Ýòî èíäåêñ ¾îñòàâøåéñÿ¿ îòðèöàòåëüíî îçíà÷åíîé ÷à-
ñòè. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âî âñåõ íèæåñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ
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¬i îáîçíà÷àåò ýòî äîïîëíåíèå. Âûïèøåì â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, êîòîðîå è áóäåò ðåøåíèåì ïåðâîé çàäà÷è
àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà:

2n ′
−1∑

i=0

(T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0](I×Pa
c )[i]. (17)

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâî-
äà â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ îöåíêè:

P〈i,j〉c =
T〈i;j〉 ×Pc

(T
〈i;j〉 ×Pc)[0]

.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, êîòîðîå íàì íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëèòü:

P
〈(C ′,Pa

c )〉
c =

2n ′
−1∑

i=0

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉
c (I×Pa

c )[i].

È ñîîòâåòñòâåííî, åñëè âñå äåòåðìèíèðîâàííûå ñâèäåòåëüñòâà
âîçìîæíû (èìåþò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü), òî ðåøåíèåì âòîðîé
çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ñâèäåòåëüñòâà
áóäåò:

P
〈(C ′,Pa

c )〉
c =

2n ′
−1∑

i=0

T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc

(T
〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0]

(I×Pa
c )[i]. (18)

Åñëè êàêîå-ëèáî äåòåðìèíèðîâàííîå ñâèäåòåëüñòâî íåâîçìîæ-
íî (åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ), è ïðè ýòîì îöåíêè, çàäàâàåìûå
ñòîõàñòè÷åñêèì ñâèäåòåëüñòâîì äëÿ äàííîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî
ñâèäåòåëüñòâà, íóëþ íå ðàâíû, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî òàêîå ñâèäå-
òåëüñòâî íåâåðîÿòíîå.

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ òðàêòîâêè íåâåðîÿòíîãî ñâèäåòåëü-
ñòâà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîÿâëåíèå òàêèõ ñâèäåòåëüñòâ ïîêàçûâàåò
íà îøèáêó ëèáî â èñõîäíîé áàçå çíàíèé, ëèáî â ñâèäåòåëüñòâå. Åñëè
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáêà â ñâèäåòåëüñòâå, òî ìû ìîæåì åãî ñêîð-
ðåêòèðîâàòü, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå äåòåðìèíèðîâàííîå ñâèäå-
òåëüñòâî áóäåò èìåòü íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Äðóãîé ïóòü, ýòî ñîïî-
ñòàâèòü òàêîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó ñâèäåòåëüñòâó ìàêñèìàëüíî
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íåîïðåäåë¼ííûé ðåçóëüòàò. Òî åñòü ÔÇ, â êîòîðîì âñå îöåíêè èñ-
òèííîñòè êîíúþíêòîâ ëåæàò â äèàïàçîíå îò íóëÿ äî åäèíèöû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ: ôðàãìåíò çíà-
íèé ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè è ñòîõàñòè÷åñêîå ñâèäåòåëüñòâî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà íàì íåîá-
õîäèìî íàéòè ìàêñèìóì è ìèíèìóì çíà÷åíèÿ

2n ′
−1∑

i=0

(T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0](I×Pa
c )[i]. (19)

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íàì äî-
ñòàòî÷íî ðåøèòü äâå ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà âû-
ïèñàííàÿ ôîðìóëà (18) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, è òî÷íî íàéòè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû, íå âûõîäÿ çà ðàìêè çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ïî-
ýòîìó ìû ïîñòðîèì íå òî÷íîå ðåøåíèå, à íàêðûâàþùåå åãî. Âû-
÷èñëèì îöåíêè

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉,min
c = min

{D∪E}

(
T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc

(T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0]

)
,

(20)

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉,max
c = max

{D∪E}

(
T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc

(T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0]

)
(21)

è áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåíèåì âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâî-
äà â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñâèäåòåëüñòâà è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê
îöåíêè:

2n ′
−1∑

i=0

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉,min
c (I×Pa

c )[i]; (22)

2n ′
−1∑

i=0

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉,max
c (I×Pa

c )[i]. (23)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé âèä ñâèäåòåëüñòâ � íåòî÷íûå. Íåòî÷-
íîå ñâèäåòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåí-
êàìè (C ′,Pa,−

c ,Pa,+
c ). Ìû áóäåì òðàêòîâàòü åãî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: íåòî÷íîå ñâèäåòåëüñòâî (C ′,Pa,−
c ,Pa,+

c ) � ýòî ñåìåéñòâî
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âñåõ âîçìîæíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñâèäåòåëüñòâ (C ′,Pa
c ), òàêèõ ÷òî

Pa,−
c ≤ Pa

c ≤ Pa,+
c .

Ê ñîæàëåíèþ, â ñëó÷àå íåòî÷íûõ ñâèäåòåëüñòâ ìû ñòàëêèâà-
åìñÿ ñ âûõîäîì çà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óæå íà
ýòàïå ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî ôîðìóëà (19) ïåðåñòà¼ò áûòü ëèíåéíîé. Ìû ñíîâà ïðè-
áëèçèì ðåøåíèå, çàôèêñèðîâàâ ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû çíà÷åíèé
îöåíîê äëÿ êàæäîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà. Ïîëó÷à-
åì äâå ëèíåéíûõ îöåíêè, êîòîðûå íàêðîþò èñòèííûå èíòåðâàëü-
íûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà.

min
Pa,−
c ≤Pa

c ≤P
a,+
c

2n ′
−1∑

i=0

min
E∪D

((T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0])(I×Pa
c )[i]

 ;

(24)

max
Pa,−
c ≤Pa

c ≤P
a,+
c

2n ′
−1∑

i=0

max
E∪D

((T〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉 ×Pc)[0])(I×Pa
c )[i]

 .
(25)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíûé ÔÇ èìåë ñêàëÿðíûå îöåíêè, òî ýòè
ôîðìóëû òî÷íûå, à íå íàêðûâàþùèå.

Äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà äîñòàòî÷íî
íàéòè:

min
Pa,−
c ≤Pa

c ≤P
a,+
c

2n ′
−1∑

i=0

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉,min
c (I×Pa

c )[i]

; (26)

max
Pa,−
c ≤Pa

c ≤P
a,+
c

2n ′
−1∑

i=0

P〈GI(i,m),GI(¬i,m)〉,max
c (I×Pa

c )[i]

. (27)

Ïðèìåð 1. Ðàçíèöà ìåæäó òî÷íîé è íàêðûâàþùåé îöåíêîé àïî-
ñòåðèîðíîãî âûâîäà. Ðàññìîòðèì ÔÇ, çàäàííûé íàä äâóìÿ àòî-
ìàìè {x, y}, ñî ñëåäóþùèìè îöåíêàìè:

p(x) ∈ [0.3, 0.6],

p(y) ∈ [0.2, 0.6],
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p(xy) ∈ [0.2, 0.5].

Ïóñòü ïîñòóïèëî ñâèäåòåëüñòâî 〈p(x) = 0.8〉. Âû÷èñëèì àïîñòå-
ðèîðíóþ îöåíêó äëÿ p(y). Äëÿ ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü

min
{D∪E}

(
p(xy)

p(x)
· 0.8+ p(y) − p(xy)

1− p(x)
· 0.2

)
.

Ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè � 0.64 äîñòèãàåòñÿ ïðè p(x) = 0.5 è
p(xy) = 0.2, ñîîòâåòñòâåííî. Íî êàê áûëî óæå îòìå÷åíî âûøå,
äàííàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâèäåòåëüñòâà 〈x〉
è 〈x̄〉. Äëÿ íèõ ïîëó÷àåì:

min
{D∪E}

(
p(xy)

p(x)

)
=
1

3
,

min
{D∪E}

(
p(y) − p(xy)

1− p(x)

)
=
5

7
.

È â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (22) ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó äëÿ
p(y)

1

3
· 0.8+ 5

7
· 0.2 ≈ 0.4095.

Òàêèì îáðàçîì òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå 0.64, ìû, íå âûõîäÿ çà
ðàìêè ÇËÏ, ìîæåì ñîïîñòàâèòü òîëüêî íàêðûâàþùóþ 0.4095.

5. Îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî àïîñòåðè-

îðíîãî âûâîäà. Íà÷í¼ì ðàçáîð ñ ïðîïàãàöèè äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî ñâèäåòåëüñòâà â ñëó÷àå òî÷å÷íûõ îöåíîê. Ñîãëàñíî òåîðåìàì
è äëÿ ïðîâåäåíèÿ àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà íàì ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñ-
ëèòü ïðîèçâåäåíèå

T〈i;j〉 ×Pc,

ãäå 〈i; j〉 èíäåêñ ïîñòóïèâøåãî ñâèäåòåëüñòâà. Íàì íåîáõîäèìî îöå-
íèòü êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T〈i;j〉. Èç îïèñàíèÿ
ìàòðèöû T〈i;j〉, ïðèâåä¼ííîãî â òåîðåìå 3, ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî
íå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ýòîé ìàòðèöå ðàâíî 2n è íå çàâèñèò îò
〈i; j〉.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîïàãàöèè äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî ñâèäåòåëüñòâà òðåáóåòñÿ ñäåëàòü íå áîëåå 2n − 2n−k ñëî-
æåíèé/âû÷èòàíèé è 2n−k − 1 äåëåíèé íà îäíî è òî æå ÷èñëî,
ãäå n � îáùåå ÷èñëî àòîìîâ, à k � ÷èñëî àòîìîâ, ïîëó÷èâøèõ
îòðèöàòåëüíîå îçíà÷èâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû ïîêàçàëè ðàíüøå, â ìàòðèöå T〈i;j〉 ðîâ-
íî 2n íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî îäèí, ëèáî
ìèíóñ îäèí. Ñëåäîâàòåëüíî íàäî ñäåëàòü íå áîëåå 2n − t ñëîæå-
íèé/âû÷èòàíèé ýëåìåíòîâ âåêòîðà Pc, ãäå t � êîëè÷åñòâî ñòðî÷åê
ìàòðèöû, ñîäåðæàùåå íåíóëåâûå ýëåìåíòû, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ

T〈i;j〉 ×Pc.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ñòðî÷åê. Ñòðî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç
íóëåé, âîçíèêàåò äëÿ êîíúþíêòîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò àòîìû, ïî-
ëó÷èâøèå îòðèöàòåëüíîå îçíà÷èâàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâûå
ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò êîíúþíêòàì, íå ñîäåðæàùèì îòðèöàòåëü-
íî îçíà÷åííûå àòîìû. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèõ 2n−k; òàêèì îáðàçîì
ìû îöåíèëè t è ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî ñäåëàòü 2n − 2n−k ñëî-
æåíèé/âû÷èòàíèé. Òîëüêî çàâåäîìî íåíóëåâûå ñòðîêè ïîòðåáóþò
íîðìàëèçàöèè, òî åñòü ïîòðåáóåòñÿ åù¼ ñäåëàòü 2n−k − 1 äåëåíèé
íà íîðìèðóþùèé ýëåìåíò. Ìèíóñ åäèíèöà âîçíèêàåò èç-çà òîãî,
÷òî íîðìèðóþùèé äåëèòåëü ðàâåí íóëåâîìó ýëåìåíòó, è äåëåíèå
íå òðåáóåòñÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ èíòåðâàëüíûõ èñõîäíûõ îöåíîê íàì ïðèä¼òñÿ ðå-
øàòü ñåðèþ ÇËÏ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ïðîïàãàöèè äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäå-
òåëüñòâà â ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè èñòèííîñòè ïîòðå-
áóåòñÿ ðåøèòü 2n−k+1 çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîäåð-
æàùèõ 2(2n) îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè,
è 2n îãðàíè÷åíèé èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è îäíî
äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ãäå k � êîëè÷åñòâî àòîìàðíûõ ïðî-
ïîçèöèé, ïîëó÷èâøèõ îòðèöàòåëüíîå îçíà÷èâàíèå, à n � îáùåå
÷èñëî àòîìàðíûõ ïðîïîçèöèé, âõîäÿùèõ âî ôðàãìåíò çíàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè ñëåäóåò íåïîñðåä-
ñòâåííî èç òåîðåìû 4 (îöåíêà íà ñëîæíîñòü êàæäîé ÇËÏ) è îïðå-
äåëåíèÿ ìàòðèöû T〈i;j〉 (îöåíêà êîëè÷åñòâà ÇËÏ, êîòîðûå íåîá-

205



Труды СПИИРАН. 2011. Вып. 3(18). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2011. Issue 3(18). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

õîäèìî ðåøèòü). Ïðîâåä¼ì ïðîïàãàöèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâè-
äåòåëüñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå ïðîïàãàöèè âåðîÿòíîñòü ëþáîãî
êîíúþíêòà, ñîäåðæàùåãî àòîìàðíóþ ïðîïîçèöèþ, ðàâíà íóëþ. Òà-
êèì îáðàçîì, âû÷èñëÿòü èõ íå ïîòðåáóåòñÿ. Îöåíèì êîëè÷åñòâî
êîíúþíêòîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷èòü íåíóëåâóþ îöåíêó âåðîÿò-
íîñòè. Ýòî òå, êîòîðûå ñîäåðæàò òîëüêî àòîìàðíûå ïðîïîçèöèè,
ïîëó÷èâøèå ïîëîæèòåëüíûå îçíà÷èâàíèÿ èëè íå ïîëó÷èâøèå íè-
êàêîãî. ×èñëî òàêèõ àòîìàðíûõ ïðîïîçèöèé � n− k, ñëåäîâàòåëü-
íî, êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ êîíúþíêòîâ îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì 2n−k.
Íàì íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî òàêîãî êîíúþíêòà ðåøèòü 2 ÇËÏ
äëÿ ïîèñêà îöåíêè ñíèçó è îöåíêè ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî. Èç ÷åãî
è ñëåäóåò îöåíêà ÷èñëà ÇËÏ 2n−k+1.

Äâà ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ ïîêðûëè ñëó÷àé
ïðîïàãàöèè äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà. Òåïåðü åñòå-
ñòâåííûì áóäåò ðàññìîòðåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî, à çàòåì íåòî÷íîãî
ñâèäåòåëüñòâ.

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (17) è (18), ìîæíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîïàãàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî
ñâèäåòåëüñòâà â ÔÇ ñî ñêàëÿðíûìè îöåíêàìè èñòèííîñòè òðå-
áóåòñÿ ñäåëàòü íå áîëåå 2n+n ′

− 2n
′+1 + 1 ñëîæåíèé/âû÷èòàíèé,

2n−n ′ · 3n ′
− 2n

′
äåëåíèé è 2n−n ′ · 3n ′

− 2n
′
óìíîæåíèé, ãäå n �

îáùåå ÷èñëî àòîìîâ, à n ′ � ÷èñëî àòîìîâ âõîäÿùèõ â ñâèäåòåëü-
ñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (17) è (18) íàì íåîáõîäèìî
ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå ïî âñåì îçíà÷èâàíèÿì íàáîðà èç n ′ àòî-
ìîâ. Êàê ìû äîêàçàëè (ïðåäëîæåíèå 4), ñëîæíîñòü ïðîïàãàöèè äå-
òåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà çàâèñèò îò ÷èñëà îòðèöàòåëüíî
îçíà÷åííûõ àòîìîâ è íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå èìåííî àòîìû ïîëî-
æèòåëüíî îçíà÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììó èç ôîðìóëû (18) ìîæ-
íî ðàçáèòü íà ñëåäóþùèå ÷àñòè. Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëèâ êîëè÷åñòâî
ñëîæåíèé/âû÷èòàíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîïàãàöèè âñåõ îçíà÷èâà-
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íèé äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà, ïîëó÷àåì:

n ′∑
k=0

Ck
n(2

n − 2n−k) = 2n ·
n ′∑
k=0

Ck
n −

n ′∑
k=0

Ck
n · 2n−k =

= 2n·2n
′
−2n−n ′

·
n ′∑
i=0

Ci
n·2i = 2n+n ′

−2n−n ′
3n

′
= 2n−n ′

(4n
′
−3n

′
).

(28)

Àíàëîãè÷íî, îöåíêà íà ÷èñëî íåîáõîäèìûõ äåëåíèé:

n ′∑
k=0

(2n−k − 1) = 2n−n ′
· 3n

′
− 2n

′
.

Âî-âòîðûõ, äîìíîæèì ðåçóëüòàòû ïðîïàãàöèè äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ ñâèäåòåëüñòâ íà àïîñòåðèîðíûå îöåíêè. Êîëè÷åñòâî íåîáõî-
äèìûõ óìíîæåíèé, â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå âû÷èñëåííîìó
êîëè÷åñòâó äåëåíèé. Â òðåòüèõ, äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòà ïðîñóì-
ìèðóåì åãî îöåíêè äëÿ ðàçíûõ ñâèäåòåëüñòâ. Íåò ñìûñëà äîáàâ-
ëÿòü çàâåäîìî íóëåâûå îöåíêè êîíúþíêòîâ. ×òîáû îöåíèòü ÷èñëî
íåîáõîäèìûõ ñëîæåíèé, áóäåì ðàññóæäàòü íèæåñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ìû ïîñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, êîãäà ñ÷èòà-
ëè êîëè÷åñòâî äåëåíèé è/èëè óìíîæåíèé. Ïðè ýòîì ìû èñêëþ÷èëè
íóëåâîé êîíúþíêò, òàê êàê åãî îöåíêà íåèçìåííà è áóäåò ðàâíà åäè-
íèöå, à çíà÷èò âû÷èñëÿòü åå íåò íåîáõîäèìîñòè. È, íàêîíåö, äëÿ
êàæäîãî êîíúþíêòà ñëîæåíèé ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî íà îäíî ìåíüøå,
÷åì ÷èñëî íåíóëåâûõ çíà÷åíèé åãî îöåíêè ïîñëå ïðîïàãàöèè äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà, òî åñòü îáùåå ÷èñëî ñëîæåíèé:

2n−n ′
· 3n

′
− 2n

′
− (2n

′
− 1) = 2n−n ′

· 3n
′
− 2n

′+1 + 1.

Îñòàëîñü òîëüêî îáúåäèíèòü îöåíêè íà ÷èñëî ñëîæåíèé/âû÷èòà-
íèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ýòàïàì. Èòîãî, ñëîæåíèé/âû÷èòà-
íèé íåîáõîäèìî:

2n−n ′
(4n

′
− 3n

′
) + 2n−n ′

· 3n
′
− 2n

′+1 + 1 =

= 2n−n ′
· 4n

′
− 2n

′+1 + 1 = 2n+n ′
− 2n

′+1 + 1. (29)
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Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îöåíêå ñëîæíîñòè ïðîïàãàöèè ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ñâèäåòåëüñòâà â ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè. Êàê ìû óæå
îòìåòèëè ðàíüøå, íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå, íå âûõîäÿ çà ðàìêè çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Ïîýòî-
ìó ìû äàäèì îöåíêè ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîé íàêðû-
âàþùåé îöåíêè, çàäàâàåìîé ôîðìóëàìè (22) è (23).

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ïðîïàãàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ñâèäåòåëü-
ñòâà â ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè òðåáóåòñÿ ðåøèòü
2n−n ′+13n

′
ÇËÏ, ñîäåðæàùèå 2(2n) îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå

èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè, 2n îãðàíè÷åíèé èç àêñèîìàòèêè òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è îäíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, à òàêæå
ñäåëàòü 2n−n ′+13n

′
óìíîæåíèé è 2n−n ′+13n

′
− 2n+1 ñëîæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäëîæåíèè 5 ïðèâåäåíû îöåíêè íà ñëîæ-
íîñòü ïðîïàãàöèè îäíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà. Íàì
æå ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïîäîáíóþ ïðîïàãàöèþ 2n

′
ðàç, ïîñëå ÷å-

ãî ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ íèæíåé è âåðõíåé
îöåíêè êàæäîãî êîíüþíêòà. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî îãðàíè÷å-
íèé â êàæäîé çàäà÷å íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà àòîìîâ, âõîäÿùèõ â
äåòåðìèíèðîâàííîå ñâèäåòåëüñòâî. Òàêèì îáðàçîì, íàì íàäî îöå-
íèòü, ñêîëüêî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîòðåáóåòñÿ ðå-
øèòü. Òàê êàê ìû ïåðåáèðàåì âñå âîçìîæíûå äåòåðìèíèðîâàííûå
ñâèäåòåëüñòâà íàä n ′ àòîìàìè, à ÷èñëî çàäà÷ çàâèñèò îò ÷èñëà îò-
ðèöàòåëüíî îçíà÷åííûõ ïðîïîçèöèé, òî îáùåå ÷èñëî çàäà÷ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû:

n ′∑
k=0

Ck
n(2

n−k+1) = 2n−n ′+1 ·
n ′∑
i=0

Ci
n · 2i = 2n−n ′+13n

′
. (30)

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ðåøèòü 2n−n ′+13n
′
ÇËÏ, ñîäåðæàùèå

2(2n) îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè, 2n îãðà-
íè÷åíèé èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è îäíî äîïîëíèòåëü-
íîå îãðàíè÷åíèå. Ïîñëå ýòîãî îñòà¼òñÿ ïðîñóììèðîâàòü ðåçóëüòà-
òû. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ÇËÏ îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî êîíúþíêòîâ
ñ íåíóëåâûìè îöåíêàìè. Êàæäóþ íåíóëåâóþ îöåíêó ïîòðåáóåòñÿ
äîìíîæèòü íà âåðîÿòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî äåòåðìèíèðîâàííî-
ãî ñâèäåòåëüñòâà. Ýòî äàñò íàì 2n−n ′+13n

′
óìíîæåíèé. Ïîñëå ÷å-

ãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ 2n−n ′+13n
′
− 2n+1 ñëîæåíèé. Ñëàãàåìîå 2n+1

âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîé îöåíêè (âåðõíåé è íèæíåé)
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êàæäîãî êîíúþíêòà ñëîæåíèé íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ñëàãàåìûõ
(ñîîòâåòñòâóþùèõ ÇËÏ), è äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòà, â îáùåì ñëó-
÷àå, åñòü õîòÿ áû îäíà íå íóëåâàÿ îöåíêà.

Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà � ïðîïàãà-
öèÿ íåòî÷íîãî ñâèäåòåëüñòâà. Êàê è â ñëó÷àå ñî ñòîõàñòè÷åñêèì
ñâèäåòåëüñòâîì, íàõîäÿñü â ðàìêàõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü òîëüêî íàêðûâàþùóþ îöåíêó.

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ïðîïàãàöèè íåòî÷íîãî ñâèäåòåëüñòâà â
ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè òðåáóåòñÿ ðåøèòü 2n−n ′+13n

′

ÇËÏ, ñîäåðæàùèå 2(2n) îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå èç ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè, 2n îãðàíè÷åíèé èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé è îäíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå êàæäàÿ, à òàêæå
2(2n − 1) çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàæäàÿ èç ýòèõ
çàäà÷ íàä 2n

′
− 1 ïåðåìåííîé ñîäåðæèò 2(2n

′
− 1) îãðàíè÷åíèé íà

ïåðåìåííûå èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè, 2n
′
îãðàíè÷åíèé èç àêñèîìà-

òèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ãäå n � êîëè÷åñòâî àòîìîâ â ÔÇ, à
n ′ � êîëè÷åñòâî àòîìîâ â ñâèäåòåëüñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé ýòàï � ýòî ïðîïàãàöèÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ñâèäåòåëüñòâ. Åãî ñëîæíîñòü ìû óæå âû÷èñëèëè
â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 7, ôîðìóëà (30). Òåïåðü ìû äîëæ-
íû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (26) è (27) äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòà. Òî
åñòü ìû äîëæíû ðåøèòü åùå 2(2n−1) çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Êàæäàÿ èç ýòèõ çàäà÷ íàä 2n

′
− 1 ïåðåìåííîé ñîäåðæèò

2(2n
′
− 1) îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè, è

2n
′
îãðàíè÷åíèé èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

6. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè ëîêàëüíûé àïîñòå-
ðèîðíûé âûâîä â àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ. Çàòåì îïèñà-
ëè çàäà÷è àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà è ñïîñîáû èõ ðåøåíèÿ äëÿ òð¼õ
âèäîâ ñâèäåòåëüñòâ (äåòåðìèíèðîâàííûõ, ñòîõàñòè÷åñêèõ è íåòî÷-
íûõ) è äâóõ âèäîâ îöåíîê â ÔÇ ÀÁÑ (ñêàëÿðíûõ è èíòåðâàëüíûõ).
Íàêîíåö, ïîñòðîèëè êîìïëåêñ îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ àëãîðèòìîâ
ïðîïàãàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàê êàê êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ
äàííûõ ïîðÿäêà 2n, ãäå n� ÷èñëî àòîìîâ â ÔÇ, òî âñå ïîñòðîåííûå
îöåíêè ñëîæíîñòè ëèáî ëèíåéíû, ëèáî ìîãóò áûòü ìàæîðèðîâàíû
ïîëèíîìîì ñòåïåíè log2 3 ≈ 1.585.
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Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ïðèâåä¼í ïðèìåð, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè íåâîçìîæ-
íî ïîñòðîèòü òî÷íûå îöåíêè ïðîïàãàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ñâèäå-
òåëüñòâà îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ÇËÏ è íå íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé.
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ÐÅÔÅÐÀÒ

Ñèðîòêèí À.Â. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ëî-

êàëüíîãî àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâ-

ñêèõ ñåòÿõ.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ

ëîêàëüíîãî àïîñòåðèîðíîãî ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà. Àëãîðèòìû

àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ðàññóæäåíèÿ ñî ñâèäå-

òåëüñòâàìè â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Â ñòàòüå îïèñûâàþòñÿ òðè ñóùåñòâóþùèõ âèäà ñâèäåòåëüñòâ: äåòåð-

ìèíèðîâàííîå, ñòîõàñòè÷åñêîå è íåòî÷íîå. Äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäå-

ëåíèÿ, â òîì ÷èñëå îïðåäåëåíèÿ äâóõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â àïîñòåðèîð-

íîì âûâîäå. Ïîäðîáíî ðàçáèðàåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåòåðìè-

íèðîâàííûõ ñâèäåòåëüñòâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ôèêñèðîâàííîå îçíà-

÷èâàíèå íàáîðà àòîìàðíûõ ïðîïîçèöèé. Àïîñòåðèîðíûé âûâîä â ñëó÷àå

äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà âûðàæàåòñÿ íà ìàòðè÷íî-âåêòîðíîì

ÿçûêå. Îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñïðîñòðà-

íåíèè äåòåðìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà. Äîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü

ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðó íåíîðìèðîâàííîãî

àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â ñëó÷àå ôðàãìåíòîâ çíàíèé ñî ñêàëÿðíûìè

îöåíêàìè, íà ìàòðèöû ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòà-

òîâ ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â ñëó÷àå äåòåð-

ìèíèðîâàííîãî ñâèäåòåëüñòâà è ôðàãìåíòîâ çíàíèé ñî ñêàëÿðíûìè è

èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè.

Ñòîõàñòè÷åñêèå è íåòî÷íûå ñâèäåòåëüñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñëó-

÷àéíûå ýëåìåíòû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâèäå-

òåëüñòâ ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì èëè ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé âå-

ðîÿòíîñòè. Íà îñíîâå îïèñàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ

ñâèäåòåëüñòâ ôîðìèðóþòñÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ è íåòî÷íûõ ñâèäåòåëüñòâ, êàê îöåíêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò,

÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ÔÇ ñ èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè, îñòàâàÿñü â

ðàìêàõ ÇËÏ è íå íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, íåâîçìîæ-

íî ïîñòðîèòü òî÷íûå îöåíêè ïðîïàãàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ñâèäåòåëüñòâà.

Íà îñíîâå ôîðìàëèçîâàííûõ îïèñàíèé ðåøåíèé óêàçàííûõ

âûøå çàäà÷ ñòðîÿòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ

ëîêàëüíîãî àïîñòåðèîðíîãî âûâîäà â àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ.
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SUMMARY

Sirotkin A.V.Computational complexity of local posteriori inference

algorithms in algebraic Bayesian networks.

Abstract. The paper covers complexity estimates of local posteriori

inference algorithms in algebraic Bayesian networks. A posteriori inference

algorithms provide the way for decision making based on evidence upon

uncertainty.

We describe three known kinds of evidence: deterministic, stochastic

and imprecise. The necessary de�nitions are given. We demonstrate two

types of tasks for posteriori inference. The deterministic evidence is a

given assignment of some propositional variables. We carefully describe

deterministic evidence propagation and provide description in the form of

matrix and vector operations. We specify these matrices and prove that the

matrix used in propagation can be represented as tensor product of small-

size matrices. Based on this results, we present solution of deterministic

evidence propagation task for both scalar and interval estimations in

knowledge pattern.

We consider stochastic and imprecise evidence as probabilistic elements

that take these values in form of deterministic evidence according to the

given distribution or set of distributions. Based on deterministic evidence

case, we provide description of solution problem in case of stochastic or

imprecise evidence in form of estimation for expected value.

In addition, we provide example demonstrating that it is impossible in

general case to build exact values of estimation for stochastic and imprecise

evidence tasks using only linear programming problems and not assuming

additional restrictions.

Basing on formal description of tasks mentioned above, we provide and

prove a system of local posteriori inference algorithms complexity estimates.
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