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Задачи оценивания параметров состояния и характеристик динамических 
систем по результатам измерений имеют широкое распространение на практи-
ке. Особенно важное место они занимают на всех этапах создания, экспери-
ментальной отработки и эксплуатации объектов ракетно-космической, авиаци-
онной, корабельной техники, а также других сложных автоматических и автома-
тизированных систем, комплексов различного назначения и видовой принад-
лежности. Наиболее сложные задачи оценивания приходится, в частности, ре-
шать при навигационно-баллистическом обеспечении полетов космических ап-
паратов (КА), при разработке систем автономной навигации, в ходе летных ис-
пытаний и др. 

В настоящее время основными методами определения орбит КА являются 
методы, основанные на совместной обработке результатов наблюдений по 
полной выборке. Они широко освещены в отечественной и зарубежной литера-
туре [1–5,10–12,14,15 и др.] и успешно решают широкий круг важных и сложных 
прикладных задач. Однако вопросы улучшения их точностных и вычислитель-
ных характеристик продолжают оставаться актуальными.  

Созданная методология в основном базируется на непосредственном 
применении в динамических задачах оценивания условий метода максимально-
го правдоподобия (и метода наименьших квадратов). По смыслу они представ-
ляют собой необходимые условия оптимальности, характерные для прямых ме-
тодов оптимизации.  
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Вместе с тем, необходимо отметить, что методы теории оптимальной об-
работки измерений, как и методы теории оптимального управления, могут стро-
иться и развиваться на основе использования различных форм и принципов 
формирования условий оптимальности — как прямых, так и вариационных. Ва-
риационные условия оптимальности создают новую базу для решения данного 
класса задач.  

Каждая форма условий оптимальности имеет свою область наиболее ра-
ционального применения. Теоретический анализ и накопленный опыт практиче-
ского применения методов теории оптимального управления убедительно пока-
зывает, что там, где удается реализовать вариационные условия оптимально-
сти (принцип максимума), обеспечиваются лучшие точностные и вычислитель-
ные характеристики алгоритмов по сравнению с алгоритмами управления, ос-
нованными на прямых методах оптимизации. Поэтому можно ожидать, что раз-
работка и применение вариационного подхода к задачам оценивания парамет-
ров состояния нелинейных динамических систем также позволит улучшить вы-
числительные и точностные характеристики соответствующих алгоритмов. 

Вопросам обоснования и разработки указанного вариационного подхода к 
задачам статистического оценивания нелинейных динамических систем посвя-
щены работы авторов [6–9]. 

Проведенный в этих работах анализ особенностей вычислительных про-
цессов оптимального оценивания, связанных с применением каждого из рас-
сматриваемых подходов, позволяет сделать вывод о наличии определенных 
вычислительных преимуществ вариационного варианта ММП по сравнению с 
прямым вариантом его применения. Это объясняется, прежде всего, тем, что 
при его численной реализации исключается необходимость вычисления матриц 
частных производных от измеряемых по оцениваемым параметрам.  

В указанных работах главное внимание было уделено задаче оценивания 
вектора начального состояния системы по результатам измерений. Основной 
же целью данной статьи является рассмотрение задачи совместного (ком-
плексного) статистического оценивания, как параметров исходного фазового 
состояния динамического объекта, так и векторов параметров его модели дви-
жения и модели измерений. 

При этом определяются и конкретизируются необходимые условия опти-
мальности оценок вариационного типа применительно к моделям дискретных и 
дискретно-непрерывных измерений, как для нормального, так и ненормального 
законов распределения ошибок измерений. Кроме того, рассматриваются во-
просы учета априорной информации при комплексном оценивании, а также ре-
гуляризации оценок. 

 
1. Постановка задачи. Достаточно общая задача оценивания параметров 

движения динамического объекта заключается в наилучшем в некотором смыс-
ле определении n -мерного вектора его исходного состояния 0x  на заданный 

начальный момент времени 0tt =  по результатам измерений, проводимых в N  

точках it , заданных на мерном интервале 0tT −=τ . В более широкой постанов-

ке одновременно требуется также оценить некоторый l -мерный вектор c  па-
раметров модели движения и p -мерный вектор 1c  параметров модели измере-
ний. 

 В качестве базовой рассмотрим следующую нелинейную задачу опти-
мального оценивания. 
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Задача 1. Пусть динамика объекта описывается векторным дифферен-
циальным уравнением 

[ ]Tttxtxtсxx ,,)(),,,( 000 ∈== ϕ& .   (1) 

Измерениям подвергается m-мерный вектор 

[ ]1),()( ctxt ψψ = . 

Измеренное значение вектора ψ  в момент it  обозначим, как ii yty =)(  и 
представим модель измерений в виде 

iii ctxty δψ += ]),([)( 1 ,       (2) 

Ni )1(1= ; [ ]Ttti ,0∈ . 

Здесь iδ  — m-мерный вектор случайных ошибок измерений, стохастиче-
ское изменение которого зададим некоторым многомерным непрерывным 
дифференцируемым распределением ),( iif αδ  с параметрами iα , отличаю-
щемся в общем случае от нормального распределения. 

Требуется найти такие оценки векторов 0x , c  и 1c , которые обеспечи-
вают минимальное значение функционала: 

{ }∑
=

=
N

i
iii ctxtyI

1
i1   ],),([),( αψρ ,    (3) 

где  

{ }iiiii ctxtyf αψρ ],),([)(ln 1−= ;     (4) 

Ni )1(1= . 

Функции ),,( tcxϕ  и ]),([ 1ctx iψ  будем считать однозначными, ограничен-
ными, непрерывными и дифференцируемыми по всем своим аргументам во 
всей области их определения. 

Нетрудно видеть, что функционал (3) есть не что иное, как логарифмиче-
ская функция правдоподобия. 

Предполагается выполнение известных условий наблюдаемости. 
  
2. Вариационные условия оптимальности оценок. Для решения по-

ставленной задачи представим функционал (3) в эквивалентной интегральной 
форме. Для этого введем функцию 

{ })(],),([)(ln)}(],),([),({ 11 tctxtyftctxty αψαψρ −= ,   (5) 

где )(ty  и )(tα  — произвольные непрерывные дифференцируемые вектор-
функции, принимающие в моменты it , соответственно, значения iy  и iα  (на-
пример, полиномы Лагранжа). Тогда для функционала (3) получим выражение 

{ } dtttctxtyI
N

i
i

T

t
∑∫
=

−=
1

1 )(]),([),(

0

δψρ ,    (6) 
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где )( itt −δ  — импульсная дельта-функция. 
Расширим затем пространство состояний путем введения дополнительных 

векторов ctx =)(1 , 12 )( ctx =  и систем 

0),()( 11 1
≡= txtx xϕ& ; 0),()( 22 2

≡= txtx xϕ&     (7) 

ctx =)( 01 ; 102 )( ctx = .  

Применяя далее стандартную процедуру вариационного исчисления, по 
аналогии с [7] приходим к следующему утверждению. 
Теорема 1.1. Оптимальные оценки векторов 10 ,, ccx  и порождаемая ими опти-

мальная траектория доставляют решение краевой задаче для сле-
дующей системы дифференциальных уравнений 

⎪
⎪
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⎪
⎪
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−
∂
∂=

∂
∂

−=

−
∂
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∂
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T
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c
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δψρµ
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δψρλ
ϕ

λ

ϕ

&
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&

&

   (8) 

при граничных условиях 

0)()( 0 == Tt λλ ; 0)()( 0 == Tt cc µµ ; 0)()(
11 0 == Tt cc µµ . 

Эта краевая задача выражает необходимые условия оптимальности ва-
риационного типа метода максимального правдоподобия при комплексном оце-
нивании нелинейной динамической системы. 

Отметим особенность интегрирования сопряженной системы, которая оп-
ределяется наличием в правых частях дифференциальных уравнений им-
пульсных дельта-функций. Это вызывает в моменты it  скачкообразное измене-
ние соответствующих сопряженных переменных на величину производной от 
критериальной функции ρ  по вектору текущего состояния динамического про-
цесса 

)()()( iii ttt λλλ ∆+= −+ ;    (9) 

)()()(
111 iсiсiс

ttt µµµ ∆+= −+ , 

где    

{ })]([,)( iii tzy
z

t ψρλ
∂
∂=∆ ;      

]),,(,[)( 1
1

1 iiiiс
tcxy

с

t ψρµ
∂
∂=∆ ; Ni )1(1= . 
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C учетом скачков сопряженных переменных теорему 1.1 можно перефор-
мулировать в следующем эквивалентном виде. 

Теорема 1.2. Оптимальные оценки векторов 10 ccx ,,  и порождаемая ими опти-
мальная траектория доставляют решение краевой задаче для сле-
дующей системы дифференциальных уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
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⎪

⎨

⎧
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∂
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tсxx
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ϕ

λ

ϕ

&

&

&

&

    (10) 

при граничных условиях 
0)()( 0 == Tt λλ ; 0)()( 0 == Tt cc µµ ; 0)()(

11 0 == Tt cc µµ ; 

]),,(,[)()( 1 iiiii tcxy
x

tt ψρλλ
∂
∂+= −+ ;    (11) 

]),,(,[)()( 1
1

11 iiiiсiс
tcxy

с

tt ψρµµ
∂
∂+= −+ . 

В этих выражениях функция ][⋅ρ  является логарифмической функцией 
правдоподобия (5). 

Приведенные выше условия оптимального оценивания нетрудно конкрети-
зировать применительно к заданному виду распределения вектора случайных 
ошибок измерений. 

Так, если для вектора iδ  принимается нормальное распределение 
),(

i
K0N δ  с нулевым вектором математического ожидания и корреляционной 

матрицей 
i

Kδ , что, как правило, имеет место на практике, при совместном оце-

нивании векторов 0x , c  и 1c  из условий теоремы 1.2 приходим к следующей 
краевой задаче 

λ
ϕ

λϕ
x

tсxx
T

∂
∂

−== &

& );,,( ;    (12) 

λ
ϕ

µ
c

T

c ∂
∂

−=& ; 0
1

=cµ& ; 

0)()( 0 == Tt λλ ; 0)()( 0 == Tt ññ µµ ; 0)()(
11 0 == Tt ññ µµ ; 

{ }]),([
)(

)()( 1
1 ctxyK

x
t

tt ii
i

i
Т

ii i
ψψλλ δ −

∂
∂

+= −−+ ; 

{ }]),([
)(

)()( 1
1

1
11

ctxyK
c

t
tt ii

i
Т

icic
i

ψψµµ δ −
∂

∂
+= −−+ ;  Ni )1(1= . 

Полагая в (12) корреляционные матрицы равными соответствующим еди-
ничным матрицам, получаем условия, соответствующие вариационному вари-
анту метода наименьших квадратов. 

При наличии непрерывных или дискретно-непрерывных измерений в при-
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веденные выше вариационные условия оптимальности оценок вносятся оче-
видные изменения. 

Так, например, если помимо дискретных измерений (2) проводятся и не-
прерывные измерения согласно модели  

)(]),([)( 1111 tctxty δψ += , 

где )(1 tδ  — вектор ошибок измерений, имеющий нормальное распределение 
)](,0[ tKN δ  с нулевым вектором математического ожидания и корреляционной 

матрицей )(tKδ , то краевая задача комплексного оценивания принимает вид 

);,,( tсxx ϕ=&  

{ })]([)()( 11
11
1

txtytK
xx

TT

ψ
ψ

λ
ϕ

λ δ −
∂

∂
+

∂
∂

−= −& ;  λ
ϕ

µ
c

T

c ∂
∂

−=& ; 

{ })]([)()( 11
1
11

txtytKc ψµ δ −= −
& ;    (13) 

0)()( 0 == Tt λλ ; 0)()( 0 == Tt ññ µµ ; 0)()(
11 0 == Tt ññ µµ ; 

{ }]),([
)(

)()( 1
1 ctxyK

x
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tt ii
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Т

ii i
ψψλλ δ −

∂
∂

+= −−+ ; 

{ }]),([
)(

)()( 1
1

1
11

ctxyK
c

t
tt ii

i
Т

icic
i

ψψµµ δ −
∂

∂
+= −−+ ;  Ni )1(1= . 

При произвольном законе распределения некоррелированных по времени 
ошибок измерений и рассматриваемых моделей дискретно-непрерывных изме-
рений условия комплексного оценивания можно сформулировать следующим 
образом. 
Теорема 1.3. Оптимальные по критерию минимума логарифмической функции 

правдоподобия оценки векторов 10 ccx ,,  при дискретно-
непрерывных измерениях и порождаемая ими оптимальная траек-
тория доставляют решение краевой задаче для следующей систе-
мы дифференциальных уравнений 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

=
∂

∂
−=

∂
∂+

∂
∂

−=

=

)];,,(),([

;),,(

)];,,(),([

);,,(

111
1

1

111
1

1
tcxty

c

tcx
c

tcxty
xx

tсxx

c

T

c

T

ψρµ

λ
ϕ

µ

ψρλ
ϕ

λ

ϕ

&

&

&

&

   (14) 

при граничных условиях 
0)()( 0 == Tt λλ ; 0)()( 0 == Tt cc µµ ; 0)()(

11 0 == Tt cc µµ . 

]),,(,[)()( 1 iiiii tcxy
x

tt ψρλλ
∂
∂+= −+ ;   (15) 

]),,(,[)()( 1
1

11 iiiiсiс
tcxy

ñ
tt ψρµµ

∂
∂+= −+ . 

Здесь 1ρ  — логарифмическая функция правдоподобия непрерывных измере-
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ний { })(],),([)(ln)}(],),([),({ 1111111111 tctxtyftctxty αψαψρ −= . 
В этом выражении 1f  — плотность распределения ошибок непрерывных 

измерений. 
При проведении только непрерывных измерений в приведенных выше ус-

ловиях исключаются скачки сопряженных переменных. 
 
3. Учет априорной информации. Обобщим полученные результаты на 

случай использования априорной информации о возможных значениях неиз-
вестных векторов 0x , c  и 1c . Будем считать, что эта информация задается ап-

риорной дифференцируемой плотностью распределения ),( 00 αzf , где 
Tccxz ],,[ 100 = , где 0α  — вектор параметров распределения, а критерием оце-

нивания является критерий максимума апостериорной вероятности [3]. В об-
щем случае значение условной апостериорной плотности вероятности, соглас-
но правилу Байеса, определяется выражением 

)(

)/()(
)/( 00

0 yf

zyWzf
yzf = , 

где )(yf  — плотность вероятности случайного вектора измерений; 
 )/( 0zyW  — функция максимального правдоподобия. 

В качестве оптимальной оценки примем такое значение 0z , которое мак-

симизирует апостериорную плотность вероятности )/( 0 yzf . 
Если учесть, что плотность вероятности )(yf  не зависит от оцениваемых 

параметров, то в качестве критерия можно принять условие максимума показа-
теля  

)/()( 00 zyWzfI = ,     (16) 

или же условие максимума его логарифма 

)/(ln)(ln 001 zyWzfI += .    (17) 

В рамках рассмотренной выше задачи 1 принятый показатель качества 
оценок (3) имеет смысл логарифмической функции правдоподобия. Поэтому 
выражение (17) можно записать как  

)()(ln 001 zIzfI += ,     (18) 

или же в виде, аналогичном (3), т.е. 

{ }∑
=

=
N

i
iii tztyI

0

 )]([),( ψρ ,    (19) 

где 

)(ln 00 zf=ρ .     (20) 

а значения iρ  при Ni )1(1=  определяются, как и ранее, соотношениями (4). 
Нетрудно видеть, что если для функционала 1I  повторить все выкладки и 

рассуждения, проведенные выше по отношению к показателю I  при выводе не-
обходимых условий оптимальности оценок, то в результате придем к утвержде-
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ниям, аналогичным теореме 1.1. Сформулируем соответствующий результат. 

Теорема 2. Оптимальная апостериорная оценка вектора Tccxz ],,[ 100 =  в зада-
че 1 и порождаемая ей оптимальная апостериорная траектория 

),( 0 tzz  доставляют решение двухточечной краевой задаче для ка-
нонической системы 

z

H
z

λ∂
∂=

~
& ; 

z
H

z ∂
∂−=

~
λ& ,    (21) 

при граничных условиях (22), (23) и 

)(ln)( 0
0

0 zf
z

tz ∂
∂=λ ; 0)( =Tzλ .   (22) 

Здесь  

),(
~

tzH z
T
z ϕλ= .    (23) 

На основании этой теоремы можно конкретизировать краевые задачи оп-
тимального оценивания с учетом априорной информации.  

В частном случае, когда в качестве априорного принимается многомерное 
нормальное распределение  

)]~(
~

)~(
2
1

exp[
~

)2()( 00
1

00
2/12/

0
00

zzKzzKzf zz
nz −−−= −−−π ; plnnz ++= , (24) 

то для определения начального значения сопряженного вектора )( 0z tλ  в усло-
виях (22) теоремы 2 получаем выражение 

)~(~)( 00
1

0
0

zzKt zz −= −λ .    (25) 

При решении задач комплексного оценивания векторов 0x , c  и 1c  апри-
орные распределения этих векторов естественно принять независимыми. Со-
ответственно примем, что  

)
~

,
~

()(
000 xKxNxf = ,      (26) 

)
~

,
~

()( cKcNcf = ,  )
~

,
~

()(
111 cKcNcf = . 

В этом случае при нормальном распределении ошибок измерений реше-
ние рассматриваемой задачи комплексного оценивания сводится к решению 
двухточечной краевой задачи, определяемой уравнениями и условиями (13) с 
измененными начальными значениями сопряженных переменных. Согласно 
теореме 2 они примут следующие значения 

)~(~)( 00
1

0
0

xxKt x −= −λ ; )
~

(
~

)( 1
0 ccKt cc −= −µ ; )

~
(~)( 11

1
0

11
ccKt cc −= −µ . (27) 

Аналогичные результаты можно получить и для других типовых задач оп-
тимального апостериорного оценивания при различных видах априорного рас-
пределения и распределений ошибок измерений. 

 
4. Регуляризация оптимальных статистических оценок. Как известно, 
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многие задачи статистического оценивания могут быть отнесены к некоррект-
ным обратным задачам. Мощным средством решения таких задач является ме-
тод регуляризации, созданный А.Н.Тихоновым, и развитый во многих работах. 

В случае некорректности (плохой обусловленности) исходной задачи 1 в 
соответствии с методом регуляризации [13] в качестве ее приближенного ре-
шения следует принять такое значение вектора T

100 ccxz ],,[= , на котором 
сглаживающий функционал 

)()( 00 zFzII αα += ,     (28) 

принимает экстремальное значение. 

Выбор стабилизирующего функционала (стабилизатора) )( 0zF  определя-
ется характером решаемой задачи и обычно основан на априорной информа-
ции об искомых параметрах 0z . Параметр регуляризации )0(, >αα также дол-

жен быть определенным образом согласован как с априорными данными о 0z , 
так и с характеристиками ошибок измерений. Очевидно, что необходимые ус-
ловия оптимальности оценок вариационного типа применительно к функциона-
лу αI  (28) могут быть получены по аналогии с предыдущим. Соответствующий 
результат сформулируем в виде следующей теоремы. 

Теорема 3. Регуляризированная комплексная оценка вектора Tccxz ],,[ 100 =  в 

задаче 1 и порождаемая ей регуляризированная траектория ),( tzz 0  
доставляют решение двухточечной краевой задаче для канониче-
ской системы 

z

H
z

λ∂
∂=

~
& ; 

z
H

z ∂
∂−=

~
λ& ,     (29) 

при граничных условиях  

0

0
0

)(
)(

z

zF
tz ∂

∂
= αλ ; 0)( =Tzλ .    (30) 

При решении задач навигационного оценивания обычно для стабилизи-
рующего функционала принимается выражение вида 

)()()( 000 zzCzzzF onz
T

on −−= .    (31) 

где onz  — заданный опорный вектор, близкий к истинному значению 0z ; zC  — 
некоторая симметричная положительно определенная матрица. 

В этом случае для определения начального значения сопряженного векто-
ра )( 0tzλ  в условиях (30) теоремы 3 получаем расчетное соотношение 

)()( 00 zzCt onzz −= αλ .    (32) 

Утверждения теоремы 3 можно конкретизировать для типовых задач, свя-
занных с определением регуляризованных оценок при различных структурах 
стабилизатора )( 0zF  и различных видах распределений ошибок измерений. 

В частности, при решении задач комплексного оценивания векторов 0x , c  

и 1c  для стабилизатора естественно принять следующую аддитивную структуру 
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+−−+−−= )()()()()( 00000 ccCccxxCxxzF on
T

onx
T

onon
 

)()( 11111 ccCcc
onon

T −−+ , 

где 1,, CCСx  — некоторые симметричные положительно определенные матри-
цы. В этом случае при нормальном распределении ошибок измерений решение 
рассматриваемой задачи комплексного оценивания сводится к решению двух-
точечной краевой задачи, определяемой уравнениями и условиями (13) с изме-
ненными начальными значениями сопряженных переменных. Согласно теоре-
ме 3 они примут следующие значения 

)()( 000 xxСt
onx −=λ ; )()( 00 ccCt

onc −=µ ; )()( 11101
ccCt

onc −=µ . 

В заключении отметим, что предлагаемые методические средства могут 
быть использованы при разработке и модернизации алгоритмов оптимального 
статистического оценивания нелинейных динамических объектов различных 
типов в составе автоматизированных комплексов обработки наблюдений. Они 
могут также применяться для решения задач тестирования приближенных ал-
горитмов навигационного оценивания, для выбора эффективного состава и 
программы измерений. Статья написана при поддержке РФФИ (Проект № 02-
07-90463-в). 
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