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С долевыми структурами люди сталкиваются постоянно. Их называют по-

разному, но обычно слова структура и доля встречаются. Например, рассмат-
риваются доли продукции отраслей в общей продукции промышленности, кон-
центрация веществ в растворе, половозрастная структура населения и т.п. Все, 
кто занимался моделированием, их использовали, выводили нужные формулы, 
потом их забывали, выводили вновь и т.д. В данной работе делается попытка 
обобщить и упорядочить имеющийся опыт работы с долевыми структурами и 
рассмотреть их как математический объект. Хотя все эти свойства вытекают из 
общеизвестных соотношений теории множеств и алгебры, в литературе не уда-
лось найти систематического рассмотрения данного вопроса. 

Рассмотрим основные особенности долевых структур. Прежде всего, 
предполагается разбиение некоторого ограниченного множества на непересе-
кающиеся классы. Например, людей можно разделить по половому признаку — 
мужчины и женщины. Данные классы не пересекаются (гермафродитов можно 
выделить в отдельный класс). Таким образом, можно говорить о доле женщин 
или доле мужчин, которые будут отношением числа женщин или числа мужчин 
к общему числу людей. Перечисление долей всех выделенных классов будем 
называть долевой структурой. 

Рассмотрим в качестве примера следующий процесс. Пусть имеется неко-
торая емкость, в которой находится смесь нескольких жидкостей. В течение не-
которого времени в эту емкость влили определенный объем смеси жидкостей 
со своим составом и влили часть содержимого. Какой состав и в каких пропор-
циях будет в емкости к концу периода? Считаем, что вещества в смесях не 
взаимодействуют друг с другом, т.е. ничего нового в составе смесей не появля-
ется, и ничего по сравнению с исходными объемами компонентов не исчезает, 
если жидкость не трогают.  

Построим модель этого процесса. Обозначим 
)(tB  — общий объем, который был в емкости к началу периода t , 
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)(tW  — общий объем, который был влит в емкость в период t , 
)(tV  — общий объем, который был вылит из емкости в период t . 

Тогда общий объем в емкости (без учета смесей) к началу 1+t  периода 
будет 

)()()()1( tVtWtBtB −+=+ . 
Пусть )(tBi  — объем i -го компонента смеси в емкости )(tB . 

ntBtB
ni

i
i ,)()(

1
∑
=

=
=  — число компонент в смеси )(tB . 

)(tWiw  — объем iw го компонента во вливаемой смеси )(tW . 

mtWtW
miw

iw
iw ,)()(

1
∑

=

=
=  — число компонент во вливаемой смеси )(tW . 

)(tViv  — объем iv -го компонента в выливаемой смеси )(tV . 

ltVtV
liv

iv
iv ,)()(

1
∑

=

=
=  — число компонент в выливаемой смеси )(tV . 

Тогда i -компонента в )1( +tB  в общем случае будет, если считать, что для 
одинаковых компонент  

 
)()()()1( tVtWtBtB iviwii −+=+ . 

 
Если каких-либо компонент в смешиваемых объемах нет, то соответст-

вующие элементы в данной формуле будут равны нулю. 
Модель в абсолютных величинах построена (рис. 1). Она требует задания 

в абсолютных величинах всех компонент во взаимодействующих объемах. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Изменение объема в емкости. 

Однако в практических задачах часто нужны не просто абсолютные значе-
ния, а определенные соотношения компонентов. Например, в стекле должно 
быть определенное соотношение окислов металлов, задаваемое их долями. 

Поделим на )t(B  все члены в формуле ntBtB
ni

i
i ,)()(

1
∑
=

=
= , в результате получим 

)(
)(

)(,
)(
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1
1

tB
tB
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tB
tB iB

i

ni

i

i == ∑
=

=
 — доля i -го компонента в )(tB , аналогично 

)(
)(

)(
tW
tW

td iwW
iw = , 

)(
)(

)(
tV
tV

td ivV
iv = , тогда формула для i -ой компоненты )1( +tB : 

W(t) V(t) 

B(t) 
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)()()()()()()1( tdtVtdtWtdtBtB V
iv

W
iwii −+=+  

 
или 

)()()()()()()1()1( tdtVtdtWtdtBtdtB V
iv

W
iwii −+=+•+ , 

( ) )()()()()()()1()()()( tdtVtdtWtdtBtdtVtWtB V
iv

W
iwii −−=+•−+ ; 

поделим правую и левую части на )t(B , получим 

)(
)(
)(

)(
)(
)(

)()1(
)(
)(

)(
)(

1 td
tB
tV

td
tB
tW

tdtd
tB
tV

tB
tW V

iv
W
iwii −+=+•⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+ . 

Обозначим ).(
)(
)(

),(
)(
)(

tK
tB
tV

tK
tB
tW

vw ==  

)(),( tKtK vw  — соотношения вливаемого )(tW  и выливаемого )(tV  объе-

мов относительно )t(B . Доля i -ой компоненты в )1( +tB  будет 

)()(1

)()()()()(
)1(

tKtK

tdtKtdtKtd
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w
iwwi

i −+
•−•+
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Таким образом получили формулу, позволяющую рассчитать доли i -ой 
компоненты в 1+t  период без использования абсолютных величин, если из-
вестны )(tKw  и )(tKv . Разрешение данной формулы относительно других до-

лей позволяет найти требуемые значения )(tdi  или )(tdW
iw , или )(tdV

iv , которые 

необходимы, чтобы получить требуемое значение )1( +tdi . 
Есть много задач, для которых важны не абсолютные значения компонент, 

а их соотношение. Например, при варке стекла важно именно процентное соот-
ношение окислов, составляющих стекломассу. Аналогичные примеры можно 
привести и в других предметных областях: экономике, экологии и т.п. Использо-
вание подобных формул позволяет получить условия соблюдения этих соот-
ношений без использования абсолютных величин, а затем, подставляя различ-
ные значения величин, (в нашем случае )(tB ), получать различные множества 
согласованных между собой абсолютных значений всех компонент. То есть ис-
пользование долевых структур позволяет агрегировать все возможные вариан-
ты согласованных абсолютных значений анализируемых величин. 

Рассмотрим теперь долевые структуры, как математический объект. Име-
ется ограниченное множество BB,  — мощность множества. Данное множест-

во разбито на n  классов iB . 

2121
1

,, iiBBBBBB ii

ni

i
i ≠⇔∅==⊆

=

=
IU , iB  — мощность i -го класса, 

∑
=

=
=≥

ni

i
ii BBBB

1

, . 

Определение 1. Доля B
id  класса (компоненты) BBi ⊆  — отношение мощ-

ностей множеств iB  и B . 
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Рассмотрим сумму долей всех классов: 
 

1
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B
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Определим понятие долевой структуры. 
Определение 2. Долевая структура — дискретное конечное множество 

{ }B
n

Bn ddBD ,...,)( 1= , где B
id  — доля i -го класса выделенного в множестве B , 

)(,1
1

BDnd n
ni

i

B
i ==∑

=

=
 — число классов, на которое разбито множество B . 

Определим понятие равенства долевых структур. 

Определение 3. Долевые структуры )(BDn  и )(ADm  строго равны между 
собой тогда и только тогда, когда mn =  и между долями обеих структур имеет-
ся взаимнооднозначное отображение, при котором соответствующие друг друга 

доли равны B
j

A
i dd = . 

Рассмотрим возможные преобразования долевых структур, которые могут 
встретиться в практической работе. 

Прежде всего две внешние операции, которые позволяют переходить от 
абсолютных значений к долевым структурам и от долевых структур к абсолют-
ным значениям. 

 
Операция получения долевой структуры 

 
Представим значения мощностей всех классов, на которое разбито мно-

жество B  как вектор строку ( )ni BBB ,...,,...,1 , тогда вектор-строка соответст-

вующая долевой структуре ( )B
n

B
i

Bn dddBD ,...,,...,)( 1= ,получится умножением ска-

ляра равного 
B
1

 на вектор-строку ( )ni BBB ,...,,...,1 : 

 

( )n
n BB

B
BD ,...,

1
)( 1⊕= . 

 
Операция перехода к абсолютным значениям 

 
( )n

n BBBDB ,...,)( 1=⊗ . 

Умножаем скаляр B  на вектор строку ( )B
n

Bn ddBD ,...,)( 1= . 

Рассмотрим теперь внутренние операции над долевыми структурами. 
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Операция раскрытия (подстановки) долевой структуры 
 
В одном из выделенных классов BBi ⊆  выделяются подклассы, то есть 

рассматривается )( i
m BD . Необходимо определить, как изменится долевая 

структура )(BDB n , если подклассы iB  рассматривать как классы B . 

 
{ }
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BDdddBDBD
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−+ ==
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где для всех [ ] iB
j

B
i

B
i dddmiii •=−+∈ '

' 1, . 

Операция свертки долевой структуры 

Часть ранее выделенных классов сводится в один класс. Возможно два 
случая. Первый, когда просто часть классов объединяется, второй, когда учи-
тывается внутренняя структура полученного класса. 

В первом случае  
 

{ }nmii
Bn ddddBD ,...,,...,,...,)( 11 −+= . 

 
Классы с i  по 1−+ mi  объединяются: 
 

{ }
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Во втором случае  
 

( ) )(&)()(' '
)1(

1
i

mmni
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n BDBDBDA −−
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где ∑
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B
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∑
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d
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Следует заметить, что добавление в число выделенных в B  классов пус-
того класса не меняет значения долей всех остальных классов (доля пустого 
класса равна нулю), но увеличивает число членов долевой структуры. Таким 
образом, можно уравнять длины двух структур. В дальнейшем при описании 
взаимодействия структур будем считать, что они равной длины и упорядочены 
так, что соответствующие друг другу классы имеют одинаковые индексы (если 
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какого-либо класса в одних из структур нет, то ему будет соответствовать нуле-
вая доля). 

Единичной долевой структурой будем считать долевую структуру множе-

ства неразделенного на классы )(1 BD . Соответственно она имеет только одну 

долю 11
1 =d , но может быть дополнена любым количеством нулевых долей. 

Долевая структура пустого множества единичная. 
Рассмотрим бинарные операции над долевыми структурами. Как видно из 

приведенного в начале статьи примера, в данном случае необходимо учиты-
вать соотношения величин взаимодействующих множеств, обозначим его 

1

2,
B

B
kk = . 

Операция сложения долевых структур 

В данном случае можно это проинтерпретировать как смешивание двух 
объектов, состоящих из нескольких компонент. По аналогии с рассмотренным 
примером: 

 

[ ] )()()( 1121 BBDBDBD n
k

nn −=+ , 

 

где 
k

dkd
d
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iiBB

i +
•+

=+
1

21
21 . 

Считаем, что взаимодействующие объемы измеряются в одних величинах. 

Операция вычитания долевых структур 

Аналогично сложению: 
 

[ ] )()()( 2121 BBDBDBD n
k

nn −=− , 

 

где 
k

dkd
d
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iiBB
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•−

=−
1
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21 . 

На данную операцию необходимо наложить ограничение, обеспечиваю-

щее, что [ ]1,021 ∈−BB
id , то есть для всех 1,1

1
0

21
21 ≠≤

−
−

≤− k
k

kdd
d

B
i

B
iBB

i . По-

этому возможно в данной операции долю следовало бы определить  
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Долевые структуры будем называть взаимодополняющими, если 
 

[ ] )()()( 21 ∅=− n
k

nn DBDBD . 
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Операция внутреннего умножения на скаляр 
 

)()()( BDBDBD nnn =•=• λλ . 
 
Данная операция описывает изменение долевой структуры при изменении 

объема в λ  раз, при этом все компоненты объема также пропорционально из-
меняются, поэтому изменения долевой структуры не происходит. Данная опе-
рация введена специально, чтобы показать, что оператор долевой структуры 
линеен. То есть  

 
[ ]

).()(

);()()( 2121

BDBD

BBDBDBD
nn

n
k

nn

λλ =•

+=+
 

Операция внутреннего умножения на вектор-строку 

Данный оператор необходим, когда мощности классов требуется выразить 
в других единицах измерения. Например, перейти от объемной концентрации в 
растворе к массовой. Для этого нужно знать удельные веса всех компонент рас-
твора. Например, водка содержит 0,4 объема спирта и 0,6 объема воды. При 
переходе от объемной концентрации к весовой, с учетом того, что относитель-
ная плотность спирта равна 0,9, а воды — 1,0, получим 0,375 доли спирта и 
0,625 доли воды. 

 

)'(,...,)( 1 BDggBD n
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n =• , 
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∑
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=
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•
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i
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1

'
' . 

Введенных операций и понятий достаточно для большинства наиболее 
часто встречающихся в практике ситуаций использования долевых структур. 

Исходный пример в данном случае можно записать: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]kv
nn

kw
nnn tVDtBDtWDtBDtBD )()()()()1( −++=+ . 

 
Таким образом, с использованием введенных операций можно описывать 

компактно и наглядно динамические процессы изменения структур. 
Данный подход можно расширить и для случая, когда элементы множеств 

могут взаимодействовать друг с другом. 
В этом случае будет необходимо знать уравнение баланса, описывающего 

переход взаимодействующих компонент в новые компоненты, и зависимость, 
описывающую скорость этого перехода для заданного шага процесса. Данные 
соотношения могут быть описаны введенными операциями, однако общих ре-
комендаций по данным моделям, не зависящим от предметной области пока 
дать нельзя. 
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